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Inhaltsangabe. 


Kurze historische Einleitung und kurzer Überblick: über die 
'Erörterungen, welche in dieser Arbeit durchgeführt werden. 


S 1. Die Hauptresultate der Merten’schen Arbeit (Wien. 
Ber. 108. Abt. 2a p. 1173 u. 1344. [1899]. „Zur Theorie der 
Elimination“ mit besonderer Berücksichtigung des Beweises von 
dem Hauptsatze über die Eigenschaften der Resultante von n 
allgemeinen Formen in n Unbekannten von verschiedenem Grade. 

S 2. Beweis des Satzes, daß die Resultante von n all- 
gemeinen Formen gleichen Grades m als Anfangsglied die Deter- 
minante, deren Elemente die Coefficienten der reinen Potenz- 
glieder sind, in der mn—ı1ten Potenz besitzt. 

Führung des Beweises dieses Satzes durch den Schluß von 
n—1 auf n: Seine Richtigkeit für n=2. Die Endform (Elimi- 
nante), welche sich durch Elimination von n—2 der Veränder- 
lichen bei n--1 Formen mit n Veränderlichen ergibt. Der erste 
und letzte Coefficient dieser Endformen als Resultanten der n—1 
Formen, die durch Nullsetzen einer der beiden nicht eliminierten 
Veränderlichen aus den ursprünglichen Formen sich ergeben. 
Zuendeführung des Beweises mit Hilfe zweier solcher Endformen. 

S 3. Beweis des Satzes, daß sich die Resultante aus Pro- 
ducten von dem Gesamtgrade mn-1 der Determinanten nter 
Ordnung zusammensetzt. welche sich der Matrix der n Formen 
entnehmen lassen. 

S 4. Nachweis, daß sich die Resultante dreier Kegelschnitte 
nicht in eine der Bezout’schen Resultantendeterminante analog 
gebildeten Determinante, also nicht in eine solche vierter Ordnung 
bringen läßt. Die mit der Determinante des Anfangsgliedes 
multiplizierte Resultante dreier Kegelschnitte als Determinante 
fünfter Ordnung. Die Arbeit von Fr. W. Meyer: „Anwendung 
des erweiterten Euklidischen Algorithmus auf Resultanten- 
bildungen“ (Math. Ver. 16. 1907). Verwendung eines Resultates 
derselben, um obigen Nachweis auf andere, kürzere Weise 
zu erbringen. 


S 5. Besprechung der Arbeit von W. Haskell. (Math. 
Ver. 12. [1903])) „Darstellung gewisser Resultanten in Deter- 
minantenform.‘“ Die von W. Haskell hierbei angewandte Methode 
und ihre Resultate. Versuch der Varallgemeinerung dieser 
Methode. Die Resultante von sechs quadratischen Gleichungen 
in sechs WVeränderlichen. Das Versagen der Methode für 
weitere Fälle. 

S 6. Besprechung der Arbeit von Z. Dixon (Lond. M. S. 
Proc. 1909 Ser. 2) „Die Elimination von drei Gleichungen in 
zwei unabhängigen Veränderlichen.“ Die von /. Dixon erfundene 
Methode zur Resultantenbildung für das ternäre Gebiet. Nach- 
weis, daß diese Methode sich nicht verallgemeinern läßt. Angabe 
einer. anderen Methode, welche zu demselben Ziele wie die von 
Dixon stammende führt. Schlußbetrachtung. 


— he — 


Verzeichnis 


der hauptsächlichsten Abkürzungen. 


J. Crelle. Crelle’sches Journal. 

J. de Math. Journal de mathematiques pures et appliquees. 
(Paris.) 

J. f. Math. Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
gegründet von A. L. Crelle. (s. 0.) 

Lond. M. S. Pros. Proceedings of the London Mathematical 
Society. 

Math. Ann. Mathematische "Annalen, begründet 1868 durch 

! A. Clebsch. (Leipzig.) 

Math. Ver. Jahresberichte der deutschen Mathematiker -Ver- 
einigung. (Leipzig.) 

Wien. Ber. Sitzungsberichte der Wiener Akademie. 


IT N JE ik, Bi; 


N RN N EN 


ei‘ bee 
t I . im ı TR . 
4; »4 
ö - 
| SR 
ro j E 





j 4 «{ f 
ne j er 


artartata SV er = 


ri TE BT, 
ee se 


Jsruaf ne 
* “ Ph 7 
Yiniismsdrerm sh Lasst u 
Au ET ‘ art) ‚ar 
m Lie Suhar hr UM tra 
F ei Aa 13h TE 43 
ibn re; 
NIS 


0 

- 

# 
..- 


u 


Re t an tlsahtaie EITARRL 28, AR N 


« 


Fr Kar fi "4 E ‚Haar! > f 


miss see . 
e* sah): are 
HlsAnh 99 vor WM pi BAT: Bun, 


‚ee 
vor 
Mi: 


Zur Theorie der Elimination. 


Die Geschichte der Resultante umfaßt bereits einen 
Zeitraum von zweihundert Jahren. Denn schon 
Leibnitz und Zuler haben sich mit der Bildung der 
Resultante zweier Gleichungen in einer Unbekannten 
beschäftigt und auch bereits einige ihrer Eigenschaften 
abgeleitet. Obwohl in der Folgezeit Abhandlungen 
von den bedeutendsten Mathematikern wie von Cramer, 
Jacobi (]. Crelle, Bd. 22) und /Zesse (]. Crelle Bd. 28) 
hierüber erschienen und besonders von Jacobi eine 
ganze Reihe schöner Sätze bezüglich der Resultante ge- 
funden wurden, so ist doch erst von Schläfli in der Wiener- 
denkschrift vom Jahre 1852 (Abt. 2 p. 1) eine um- 
fassende Darstellung der Theorie der Resultanten 
gegeben worden. In dieser Arbeit finden sich auch 
einige ganz neue Sätze über das Wesen der Resultante 
bewiesen und sind zuerst gewisse partielle Differential- 
gleichungen aufgestellt worden, denen die Resultanten 
genügen. Dieser umfangreichen Abhandlung von 
Schläfli folgten ungefähr dreißig Jahre später die Ab- 
handlungen von Kronecker [Festschrift f. Math. 92,1 
(1882)] und die beiden Aufsätze von F. Mertens: 
„Zur Theorie der Elimination.“ [Wien, Ber. 93, Abt. 2 
p- 527 (1886) und 108, Abt. 2a p. 1173 u. 1344 (1899).] 
In diesen beiden letzterwähnten Abhandlungen, von 
denen jedoch nur die zweite berücksichtigt zu werden 
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braucht, da sie denselben Gegenstand, aber in ein- 
facherer und zugleich erweiterter Darstellung wie die 
erste bringt, wird vor allem ein Existenzbeweis ge- 
liefert und gezeigt, daß bei ein und demselben Formen- 
system nur eine Funktion der Coefficienten desselben 
existiert, welche die Resultante rein d. h. ohne jeden 
Factor darstellt. 

Alle diese Arbeiten, wie auch noch später er- 
schienene z. B. die von: ÄK. Th. Vahlen (]. f. Math. 
113 p. 348), Macaulay (Lond, M. S. Proc. 35,3 [1903]), 
Julius König (Einleitung in die Theorie der algebra- 
ischen Größen, Leipzig [1903]), gewähren einen mehr 
iheoretischen Genuß, da die direkte Berechnung nach 
den dort etwa in Frage kommenden Methoden sehr 
umständlich, ja unmöglich wäre. Überhaupt finden 
sich verhältnismäßig selten. in der Literatur Arbeiten, 
in denen der Versuch gemacht ist, allgemeine Methoden 
zur direkten Berechnung von Resultanten zu bestimmen. 
Daß nun nach dieser Richtung hin so wenig getan 
ist, rührt gewiß, wie auch schon Schläfli in seiner 
bereits erwähnten Arbeit bemerkt, einmal von dem 
geringen Interesse her, welches dieser Gegenstand 
besitzt; denn sobald die Anzahl und der Grad der 
Gleichungen auch nur die Zahl zwei überschreitet, 
besteht die Resultante aus einer solchen unüberseh- 
baren Anzahl von Gliedern, daß die nummerische 
Behandlung ganz unpraktisch wird. Dann aber scheint 
auch die Lösung der Aufgabe, eine allgemeine Methode 
anzugeben, vermittelst deren wenigstens die Möglich- 
keit gegeben wäre, die Resultante wie im Falle für 
zwei Gleichungen in einer Veränderlichen hinzu- 
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schreiben, äußerst schwierig zu sein. So ist denn 
auch bis auf den heutigen Tag diese Frage bei weiten 
noch nicht gelöst, da die einzige von Caylay her- 
rührende Methode, die auf Allgemeinheit Anspruch 
erheben dürfte, ganz davon abgesehen, daß sie doch 
nicht einmal theoretisch durchführbar sein würde, für 
höhere Formen keine brauchbaren Resultate liefern 
möchte, worauf bereits Schläfli aufmerksam gemacht hat. 

Während sich neue richtige Eigenschaften der 
Resultante kaum noch aufstellen lassen werden, gibt 
es hier doch noch eine Lücke auszufüllen. Denn wie 
gering auch das praktische Interesse für die Lösung 
dieser Aufgabe sein möge, man wird doch stets das 
Empfinden von etwas Unvollkommenem, noch nicht 
völlig Abgeschlossenem haben, bevor man nicht auch 
dieses Probiem gelöst hat. So sind denn auch gerade 
in neuester Zeit Abhandlungen erschienen, welche sich 
hiermit beschäftigen und in denen sich, wenn gleich 
bei weitem noch keine vollständige Beantwortung 
dieser Frage gegeben ist, neue bemerkenswerte Re- 
sultate vorfinden. P. Gordan hat z. B. [|]. de. Math. 
5, p. 195 (1897), Züricher Kongreß p. 143 (1898), 
Math. Ann. 50, p. 113 (1899)] die Resultanten der 
ternären Formen invariantiv behandelt d. h. durch 
Überschiebungen ausgedrückt. Sodann sind noch 
die Arbeiten von W. Haskell [Math. Ver. 12 (1903)] 
von Fr. W. Meyer (Math. Ver. 16, 1907) und von 
‚A. L. Dixon (Lond. M. S. Proc. 1909 Sez. 2) hervor- 
zuheben. | 

Ich habe mich eingehender mit den bisherigen 
Methoden zur Bildung von Resultanten beschäftigt 


Er 


Hierbei fiel mir zunächst auf, daß, sobald die vor- 
liegenden Formen von gleichem Grade. waren, sich 
die Resultante stets als ein Aggregat aus Producten 
von Determinanten, welche sich der Matrix”der Formen 
entnehmen lassen, darstellte und daß in diesem Ag- 
geregat die Determinante, deren Elemente nur aus den 
Coefficienten der reinen Potenzglieder jener Formen 
bestanden, in dem Grade, welcher den Coefficienten 
einer jeden Form in der Resultante zukam, mit dem 
Coefficienten 1 auftrat. Da ich einen diesbezüglichen 
Satz nirgends bewiesen gefunden habe, noch sich ein 
solcher ohne weiteres aus den bisher bekannten 
Eigenschaften der Resultante folgen zu lassen schien, 
so habe ich im Folgenden gezeigt, daß die Resultante 
von Formen gleichen Grades stets jene oben er- 
wähnten Eigenschaften besitzt. Bei diesem Beweise 
habe ich mich auf den in der Mertens’schen Arbeit 
sich findenden Satz gestützt, daß ein Ausdruck, 
welcher nur die Coefficienten eines Formensystems 
enthält und sonst noch gewisse Eigenschaften besitzt, 
— hierauf wird später näher eingegangen — stets 
durch die Resultante jenes Systems teilbar ist. Daher 
sah ich mich auch veranlaßt, bei meinen folgenden 
Ausführungen zunächst auf die bereits erwähnte 
Mertens’sche Abhandlung (Wien, Ber. 108 Abt. 2a) 
zurückzukommen und ich habe (8 1) ihre wichtigsten 
Resultate zusammengestellt, wobei noch besonders auf 
den Beweis des Hauptsatzes jener Abhandlung (vgl. 
S 1, Satz 3) näher eingegangen wurde. Denn es 
erschien mir zweckmäßig, die in ihm enthaltenen 
Hauptgedanken und die Absichten der einzelnen 


a ae 


Operationen deutlicher herauszuarbeiten, um so den 
recht komplizierten Beweis durchsichtiger zu gestalten. 
Hierauf habe ich (8 2 und $ 3) das Bestehen jener 
bereits erwähnten Eigenschaften bei Resultanten von 
Formen gleichen Grades nachgewiesen. Es folgt dann 
(S A) der Nachweis,- daß sich die Resultanten von 
Formensystemen von mehr als einer unabhängigen 
Veränderlichen nicht mehr in durchsichtige Deter- 
minantenformen, analog der Bezout’schen Resultanten- 
determinante des binären Gebietes gebildet, allgemein 
darstellen lassen; als Beispiel dient dabei die Resul- 
tante dreier Kegelschnitte. Gleichzeitig ist in diesem 
Teile der Arbeit auf die Abhandlung von fr. W. Meyer 
„Anwendung des erweiterten Euklidischen Algorithmus 
auf Resultantenbildungen“ näher eingegangen worden. 
Im Anschluß hieran bin ich auf die Methoden zur 
direkten Resultantenbildung, welche in den Arbeiten 
von W. Haskell (S 5) und A.L. Dixon ($ 6) gebracht 
werden, zurückgekommen und habe nachgewiesen, 
daß die Methoden beider — bei der von W. Haskell 
hergeleiteten’sind mir einige Erweiterungen geglückt — 
sich nur auf ein verhältnismäßig beschränktes Gebiet 
verwenden ‚lassen. Auch eine zum Schlusse dieser 
Untersuchungen von;mir gebrachte Methode, mit der 
man ebenso wie mit der von /. Dixon begründeten, 
obschon beide recht wenig;jmit einander zu tun haben, 
fast nur das ternäre Gebiet beherrscht, hat sich als 
nicht verallgemeinerungsfähig erwiesen. 
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In diesem Paragraphen soll zunächst auf die 
Arbeit von F. Mertens näher eingegangen werden, 
zumal bei dem später zu führenden Beweise von ge- 
wissen Sätzen und Ausdrücken, welche in ihr vor- 
kommen, Gebrauch gemacht werden soll. Auf den 
Beweis der Sätze wird hier nicht weiter eingegangen 
werden mit Ausnahme des bereits erwähnten Haupt- 
satzes. 

Unter einer allgemeinen Form der Veränderlichen 
X1> X9, :...Xn Werde eine ganze homogene Funktion 
dieser Veränderlichen mit unbestimmten Coefficienten 
verstanden. Eine ganze Funktion der Unbestimmten 


a’, a”,...., welche in der Gestalt 
Gy: WW + Pa. Wa +....2Qpr.ır 
erscheint, wo 
pi Pa...» pr 
I WW... Wr 


ganze Funktionen derselben Unbestimmten a’, a”... 
bedeuten, werde kurz mit 

[vn U... . Wr] 
bezeichnet, wenn es auf die Kenntnis der Ausdrücke 
Pi fa... pr nicht weiter ankommt. 

Es seien f,,%,.... allgemeine Formen von x,, 
Xy...Xn. Der Grad von fi soll in der Regel mit mi, 
der Coefficient des reinen Potenzgliedes x, in fi mit 
aik und der Ausdruck, in welchem fi — aik x für xk 
— ] übergeht, durch f() bezeichnet werden. 

Ersetzt man in einer ganzen Funktion F der 
Coefficienten von f,,1,... und der Veränderlichen 
X, % ...Xn die Veränderliche xk durch 7ungzee 


2 


Unbestimmten a,k, a,k... bezw. durch ik), tb), RE) 
ergibt sich ein von a,k, Ask... freier Ausdruck Fo, 
welcher der Rest von F in Bezug auf die Formen f,, 
fo... und der Veränderlichen xk genannt werden soll. 

Liegen n allgemeine Formen f,, f,... fn der Ver- 
änderlichen x,, X,°... Xn vor, so soll von einem Aus- 
druck ©, der eine ganze Funktion der Coefficienten 
dieser Formen ist und der die Veränderlichen x, x, 
...Xn nicht mehr enthält, gesagt werden, daß er die 
Grundeigenschaft in Bezug auf f,, f,...fn besitzt, 
wenn sein Product in eine Potenz einer der Veränder- 
lichen x,, X, .... Xn in der Gestalt 


N 
darstellbar ist. 
1. Satz (von Mertens): Wenn für irgend einen 
Wert von i identisch 


Oel, en... In] 


ist, so verschwindet der Rest ©, von © in Bezug auf 
die Formen f,, f, .. . fn identisch und wenn umgekehrt 
der Rest von 9 verschwindet, so besitzt diese Funktion 
die Grundeigenschaft in Bezug auf f,, 1, ... fn. 

Folgerungen. Wenn © und 9, die Grund- 
eigenschaft in Bezug auf f,, f,..... fn besitzen, so auch 
9,+9,. Hat ferner 9 die Grundeigenschaft in Bezug 
auf f,,f,...fn und ist M eine Funktion der Coeffi- 
cienten von f,,f,...fn, welche die Veränderlichen 
X, X, ...Xn nicht enthält, so besitzt auch das Product 
M.® die Grundeigenschaftt Wenn umgekehrt das 
Product M'® die Grundeigenschaft besitzt, M aber 
nicht, so muß © sie besitzen. 


(1.) 


a RE 


2. Satz (von Mertens). Jede ganze Funktion der 
Coefficienten von f,, f,.... in, welche die Grundeigen- 
schaft in Bezug auf diese Formen besitzt und kein 
durch das Hauptpotenzproduct P teilbares Glied ent- 
hält, verschwindet identisch. Hierbei wird unter Haupt- 
potenzenproduct das Product 


RG 1 32 pn 
P=zall.alf . 2, 


verstanden und dabei ist aii der Coefficient, den in 
fi das reine Potenzglied x; enhält, pi gleich En wo 
mi den Grad von fi bezeichnet und p das Product 
mia, int Dedeuter 


Da von der Führung des Beweises dieses wich- 
tigen Satzes hier abgesehen wird, weil dieser wie 
auch die aller anderen hier ohne Beweis wieder- 
gegebenen Sätze in der betreffenden Abhandlung von 
Mertens mit größter Einfachheit und Durchsichtigkeit 
geführt sind, so möge doch wenigstens ein Beispiel 
für seine Richtigkeit zeugen, zumal sich dabei ein 
interessantes Resultat ergibt. | 


Beispiel: Gegeben seien drei allgemeine ternäre 
quadratische Formen, d. h. also, wenn sie gleich Null 
gesetzt werden, die Gleichungen von drei allgemeinen 
Kegelschnitten. Diese seien: 


2 2 2 
1,8 X, +4 X, + 99 X, +93 X, X, +4 X, X3 +45 X) X 
\ 2 2 2 
bu, %, +6, % 4b, X, +5, X, % +64 X X +5; % % 
f REIST ER: 2 
3 oo %, + Rot & X, + Xı X + 4 Xı X 5 Ko X 





Bezeichnet d;,; die dreireihige Determinante 


(2. 


3.) 


Sri 


la; ag a] 
Dh] 
| C ck C 


so ergeben sich durch Elimination von je zwei der 
ersten drei Glieder der drei Gleichungen (1.) folgende 
drei neue 


F = ff, f, 3]=do:: x SC ERL  RBE da KR %y Odin Ko Ro 

elf, 5, fs] dsıo x BR RX I Cie Karte 

el dox2 Goa: X, Ko Haas a X — Goss Xu; X 
Aus den Gleichungen (1.) und (2.) folgt: 


u ıı 3 4 % 

bb bb b 

et nl Ca Ca, 64 ss ea, Fal 
| O O dog Ayıs Ayıs As = Min io Bil 
| O ds © —Agag gg —Gbas 

des OO dyas dizs dıas | 


Der Ausdruck ® erreicht in dem Product a,.b, .&% 
wie leicht zu übersehen ist, da ja dieses Glied in dyıs> 
vorkommt, nur die dritte Potenz anstatt der vierten, 
hat also kein durch das Hauptpotenzproduct der 
Formen (1) teilbares Glied. Weil aber ® die Grund- 
eigenschaft in Bezug auf f, f, f, besitzt, muß dieser 
Ausdruck nach Satz 2) identisch verschwinden. Daß 
dies in der Tat der Fall ist, läßt sich folgendermaßen 
zeigen. Man multipliziere die ersten drei Reihen der 
Determinante in (3) bezw. mit c,, a, b, und ziehe 
dann von der so erhaltenen ersten Zeile die mit a, 
multiplizierte ursprüngliche dritte Zeile ab, etc. Man 
erhält dann: 


A ae 


(Co Aı), (Co Ay}, (Co 43), (CH Ay), (Co 35) 

(a, b), (ab), (a0 b3), (bu), (ob) 
(4) (bu c), (Bu Co), (Bo C3), (Bu C,), (Bo 65) | — [fi % fa], 

OÖ do12 don;  Agıa bis | 
do12 ®) - Go23 - do24 - gas | 
wo im allgemeinen ein Ausdruck von der Form 
(my n)) gleich der zweireihigen Determinante 
m m 
BR n] | 
sein soll. Reduciert man nun die Determinante in (4) 
in entsprechender Weise, wie soeben auf eine Deter- 
minante vierter Ordnung und zieht in Betracht, daß 
die Beziehung besteht 
IN; Te 
(pi m) (m; m) (m; np m)=m; MM mn | 
"pP; Pappe 

so sieht man, daß die dann sich ergebende Deter- 
minante übereinstimmende Zeilen hat, wenn man noch 
die einzelnen Factoren herauszieht. Hieraus folgt 
dann, daß ® identisch verschwindet. 

Entwickelt man die identisch verschwindende 
Determinante (3) nach den Unterdeterminanten der 
ersten drei Zeilen, so erhält man unter Anwendung 
von Identitäten der Art wie 

dja3 y do4s "sr? Ioa3 : dy4s 47 dyı3 : da4s Tg do12 ; Ag4s T O: 
f doıs Ada  Abıs 
(5.) due: dy45 dios Ayo dio; 
| daos dao4 daos 

Verwendet man statt der Gleichungen (2) die- 
jenigen, welche aus (1) durch Elimination von je zwei 


der letzten drei Glieder hervorgehen und bildet man 
aus diesen drei Gleichungen und den Gleichungen (1) 
die ebenfalls wieder identisch verschwindende Deter- 
minante 6. Ordnung, so erhält man bei ihrer Ent- 
wicklung nach den Unterdeterminanten der ersten drei 
Zeilen die entsprechende Identität: 


(0.) Kr do4s dos3 


2 
do12 . dsuE =! dj34 dy4s dis3 
da34 da4; das; 


Durch Multiplikation von (5) mit (6) folgt dann: 


dis doıa Aoıs Re Aoz4 dos; doss 
7.) (dgıa - 4345)” —| does Agos  Goas In! dy34 Ass As 
| d193 dı94 dı95 | Pen dy35 dy45 | 


Die in (7) auftretenden Größen d;,; sind die 
zwanzig verschiedenen dreireihigen Determinanten, die 
aus der Matrix der Coefficienten von den drei all- 
gemeinen Gleichungen von Kegelschnitte sich aus- 
schneiden lassen, wenn diese durch die in (1) vor- 
liegenden gleich Null gesetzten Formen gegeben sind; 
man erhält die beiden links stehenden Größen, indem 
man die Matrix der drei Gleichungen (1) in der Mitte 
spaltet. Werden diese beiden als die erste und letzte 
der dreireihigen Determinanten jener Matrix bezeichnet, 
so läßt sich das Ergebnis in folgendem Satze 
aussprechen: 

„Bildete man alle von einander verschiedenen 
dreireihigen Determinanten der sechsreihigen Matrix 
dreier Kegelschnitte, so ist die dritte Potenz des 
Productes aus der ersten und letzten jener drei- 
reihigen Determinanten gleich dem Producte aus 


zwei dreireihigen Determinanten,‘ deren {Elemente 
die übrigen dreireihigen aus der Matrix der Kegel- 
schnitte entnehmbaren Determinanten sind.“ 


3. Satz (von Mertens). Es gibt immer ganze 
rationale Funktionen R der Coefficienten von f,,f, ... fn, 
welche die Grundeigenschaft in Bezug auf diese 
Formen besitzen, in Bezug auf die Coefficienten von 
fi homogen und vom Grade pi= = sind und das 
Hauptpotenzenproduct P mit dem Coefficienten 1 
enthalten oder, was dasselbe ist, für 


- ın1 m2 m 
ie f a En elh 


den Wert 1 annehmen. 

Aus den Sätzen 2) und 3) läßt sich folgern: 

1. Jeder ganze Ausdruck © der Coefficienten von 
f, fa... fm, welcher die Grundeigenschaft hin- 
sichtlich dieser Formen besitzt, ist durch jede 
Funktion R algebraisch teilbar. 

2. Es kann nur eine Funktion R geben, welche die 
im Satze 3) angegebenen Eigenschaften besitzt. 
Diese Funktion R wird die Resultante der Formen 
f,, fa... in in Bezug auf die Veränderlichen x,, X, 
...Xn genannt und soll durch das Symbol 


a RE 
nal 
KIKZUTE KH 
bezeichnet werden. 
3. Die allgemeine Gestalt aller Funktionen ® der 
Coefficienten von den allgemeinen Formen f,, f, 
...fn, welche in Bezug auf sie die Grundeigen- 


schaft besitzen, ist: 
9=-G R, 


A 


wo R die Resultante von f,, fs... in und G eine 
ganze Funktion der Coefficienten von f,, f,... fn 
bezeichnet. 

4. Eine ganze Funktion F der Coefficienten von 
f,, fo... fn ist durch die nte Potenz der Resultante 
von 1, %...fn teilbar, wenn 

IE d2!F d3F da-1 F 


a Aa A a 
die Grundeigenschaft besitzen. 

Nunmehr soll auf den Beweis des Satzes 3), der 
das Rückgrat der ganzen Abhandlung bildet, näher 
eingegangen werden. Der Beweis ist mittelst des 
Schlusses von n-1 auf n geführt und daher wird 
seine Gültigkeit zunächst für zwei allgemeine Formen 
f, und f, vom Grade m bezw. n in den beiden Ver- 
änderlichen x, und x, nachgewiesen. Die Resultante 
zweier solcher Formen kann man nämlich unmittelbar 
mit Hilfe der Theorie der symmetrischen Funktionen 
aufstellen und es ist leicht, dann einzusehen, daß sie 
die in Satz 3) behaupteten Eigenschaften besitzt. 

Unter der Annahme, daß dieser Satz auch für 
n-1 allgemeine Formen gelte, wird dann dazu über- 
gegangen die Resultante von n allgemeinen Formen 
fj,%...fn für den Fall aufzustellen, wo die letzte 
Form fn linear in x,, X... Xn, nämlich von der Form: 

H X Ha, PD. Un X =/üx 
ist. Setzt man, unter t eine Unbestimmte verstanden: 
unr tun) =. 
U X +U %--.... FUn2° Xn-2 = U 
und bildet: 
fi (U-x,,Ux,,.. Uxn-2,—t:u+Un Xn-1,— U-Un-1xn-1)=gi, 


so ergeben sich nur n—1 allgemeine Formen g,, 8 
.. 2£n_1, da, fn identisch zu Null wird. Da diese n- 1 
neuen Formen nur die n—1 Veränderlichen x,, Xs 
...Xn._1 enthalten, so kann nach Annahme ihre Re- 
sultante L gebildet werden und es ist: 


X 10 Bee] 


Es muß ferner nach Annahme L homogen und 
vom Grade = in den Coefficienten von fi und 
homogen und vom Grade pn_1. (n—1) in den u sein. 
Ersetzt man in den gi die Veränderliche xn_ı durch 
xn_1—t : Xn, so geht gi in UM -fi+ [n] über und 
es wird | 

X, 6.10 ini 

L besitzt also die Grundeigenschaft in Bezug auf 
die Formen f,, fs... in. Mit Hilfe des Satzes 1) und 
2) gelingt es dann zu zeigen, daß 

Le 1lp0 
ist. Dieser Ausdruck © ist eine ganze Funktion der 
Coefficienten von f,, f,... fn, besitzt die Grundeigen- 
schaft und ist in Bezug auf die Coefficienten von 
fi für jedes i homogen und vom Grade pi. Außer- 
dem kann man leicht nachweisen, daß © das Haupt- 


potenzenproduct al, .al,..... ul” mit dem Coefficienten 
1 besitz. © ist also die gesuchte Resultante der 
Formen 1,1... fn, da sie den Forderungen des 


Satzes 3) genügt. 

Um für den allgemeinen Fall die Gültigkeit des 
Satzes nachzuweisen, wird folgendermaßen verfahren. 
Ö ’ 

Setzt man „.. — Pi, so folgt, weil 


i 


BER 


Bert. mil Quxr-t i6,fe... in-1] 
ist, wo @ eine ganze Funktion der Coefficienten von 
f, fa... fn_1, ux=fn und der Veränderlichen x,, X,... 
xn ist, durch Differentiation nach ui 

a 

Es sei f eine allgemeine Form der Veränderlichen 
X, X9...Xn von beliebigen mten Grade. Durch Ein- 
setzen der Ausdrücke 

9, x. 9, x. 4. On x. 

in die Form’ f wird man zu der Identität geführt: 

f (9, Oy.... 9) = Qmf+ ff, ß...fn] 

| 
Auf folgende Weise gelangt man nun zu einem 


Ausdrucke, welcher die Grundeigenschaft in Bezug 
auf die Formen f,, f,...in_ıf besitzt. Es sei: 


W| X, + Wa X + ....4+ Wn xn —= WX 
"WO V, Vp..2..,W1 Wa... Unbestimmte bezeichnen. 


Ferner werden mit g, g’ die binären Formen der Ver- 
‚änderlichen X und Y vom Grade pn-ı und m (pn-1-—-1) 
bezeichnet, welche aus ® und f (9, ©s,... On) nach 
Ersetzen von u, U,... Un durch 
Xv, + Yw,, Xv, + Ywa,...., XVn + Ywn 
hervorgehen, und es sei 
x V 


die Resultante dieser Formen in Bezug von X, Y. 


de oe 


Dann bestehen die Identitäten: 
x, elf, hu. Mol aXVe Ye 


TE Er, Dr Kr 
H.Ye = Ig;'g/] 
Aus denselben folgt: 
H: Ye xn = [g.xn »g:n =lfuf... fu 1,f,Xvx+Vwx] 


und die Ersetzung von X, Y durch -wx, vx ergibt 


Hy nal Te 
Dieser Identität gemäß verschwindet der Rest 
von H in Bezug auf f,, f,....fn-1, f und Xn. Es besitzt H 
also die Grundeigenschaft bezüglich dieser Formen. 
Wird für f eine allgemeine lineare Form 
Ssx=S. X +S5'X5'+ ....Sn Xn 
genommen, so muß H durch die Resultante © (s,, Ss, 
...$n) der Formen f,, fa... fn-ı, sx algebraisch teilbar 
sein. °ES;SER 
H=M 9 (s,,,5:... Sn) 
Durch Vergleichen der Grade der s in H und © 
ergibtsich, daß die sinM nicht mehr vorkommen können. 
. Der Ansdruck M verschwindet nicht identisch. 
Denn er verschwindet nicht für gewisse besondere 
Formen der f und für 


vy=Va....=NmlEß, vn==l;ı Wer 


was leicht nachgewiesen werden kann. 

Es sei nun fn von beliebigem Grade mn. Nimmt man 
f=fn, so hat man in H eine ganze Funktion der 
Coefficienten von f,, f..... fn, welche die Grund- 
eigenschaft besitzt. Sie muß also die gesuchte Re- 


a Are 


sultante als Factor enthalten, und es gilt nur noch, 
H von überflüssigen Factoren zu befreien. 

Die Loslösung dieser Factoren ist der komplizier- 
teste Teil des ganzen Beweises und gelingt nur unter 
Benutzung verschiedener Sätze aus der Algebra, wie 
der Newton’schen Formel über Potenzsummen und 
eines Satzes über elementar-symmetrische Funktionen. 
Es wird so nachgewiesen, daß 


H — M"n, R 


ist. Von dem Ausdrucke R kann man dann weiter- 
hin beweisen, daß er die Eigenschaften, die in Satz 3) 
von der Resultante behauptet sind, besitzt. Hiermit 
ist der Satz bewiesen, da ja das Vorhandensein einer 
solchen Funktion R für den Fall n—2 feststeht und 
mithin auch für n—3, 4 etc. vermöge dieses Beweises 
sich ergibt. 

- Nachdem dieser Satz bewiesen ist, werden in 
einfacher Weise eine Reihe weiterer Sätze über Resul- 
tanten gefolgert, von denen die wichtigsten hier an- 
gegeben werden sollen. 

4. Satz (von Mertens). Die Resultante von n 
Formen, welche nach ihrer Definition eine bestimmte 
Reihenfolge der Formen wie auch der Veränderlichen 
voraussetzt, ändert sich, wenn man diese Reihenfolge 
ändert, und zwar ist, wenn C, a... die positive oder 
negative Einheit bezeichnet, je nachdem die Permu- 
1atlon 0.8,...,o der Zahlen 1, 2, .„. „.n.:gerade oder 
ungerade ist, 


I f ae 
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5. Satz (von Mertens). ‘ Ersetzt man in der 
Formenreihe f,,1,...1,. eine Form, etwa T;, einmal 
durch 4, einmal durch ı und zuletzt durch gp:ıW, wo 
, ı» allgemeine Formen von X,X%,...Xn Sind, und 
bezeichnet die Resultanten der drei Formenreihen mit 
R’, R”, R, so ist 


RizE’RUNR 
Hieraus folgt z.: B-, das ist: 


[x Imrass "id E eia] I Tg...In 
ee TUNER 

6. Satz (von Mertens). Ersetzt man in der 
Formenreihe 


er, 


die Form f; durch 1; + [f,, Taesscch wo 0, B,...,2 die 
von i verschiedenen Zahlen der Reihe 1,2...n sind 
und m; > m,, Ma..., m, angenommen wird, so bleibt 
R ungeändert. Ebenso bleibt R, die Resultante der 
Formen f,,f,...f, ungeändert, wenn f, — cg" ist, wo 
c eine Constante und g eine allgemeine Form von 
X, Xg....X bezeichnen, wenn ferner der Grad « von 
g nicht größer als der Grad m; von f;, y eine all- 
gemeine Form von X,,Xg... X, vom Grade m; — u ist 
und wenn man f; durch f;+g. g ersetzt. 

7. Satz (von Mertens). Man mache bei den all- 
gemeinen Formen 


Ta 


der Veränderlichen x,, X... X, die Substitution 


RT 


x =0ı Ar 4a Ag... + Cın An 
%—ly X, +09 Xy+...4+ Con An 


Kr Khrcih Ennn 
mit den unbestimmten Coefficienten C,,, Ci», -- - Cnn 
)) 
wodurch sie in die Formen 
3 ’ ’ 
Pater ed- 


der Variabeln X,,X,...X, übergehen mögen, deren 
Resultante 


a 
sein soll, so ist, wenn R die Resultante der ursprüng- 
lichen Formen und C die Determinante 
Di Oi CoCan 
bedeutet, 
Ra CHSER 
R ist also eine Invariante der Formen f,, 12... 1n- 


8. Satz (von Mertens). Sind 


1; Ps; nn m 
allgemeine Formen gleichen Grades von X, Xo,:--. Xn 


DJ 


wo m>n, und bildet man die Formen 
8 = PYı ra‘ 92 + ---+Cım' fm 
= Ca Yıtlaa' Pa t---+ Cam‘ fm 


Da A BEE Een a. se ra ii ar ar ade ee 


Sn=Cnı Jıt Cm P2 tr---+ nm Sm 
WO Gy ==: Cnm Unbestimmte sind, so ist die 
Resultante 


ER, «. 


RR RE ee 


BR 
eine Funktion der Determinanten nt®" Ordnung, welche 
sich aus dem System der Unbestimmten 


Cı Ciao eo wir Cım 
Co, C99 earth Com 
Cnı En2 :- - » Cum 


bilden lassen. 

Es folgen noch eine ganze Reihe mehr oder minder 
wichtiger Sätze über Resultanten, auf deren Wiedergabe 
hier verzichtet werden soll, zumal sie sich mit Hilfe 
dieser Sätze herleiten lassen. Es soll vielmehr nun 
dazu übergegangen werden, mit Hilfe der im vorher- 
gehenden angeführten Sätze 2) und 3) nebst den sich 
daraus ergebenden Folgerungen folgenden Satz zu 


Br 


„Die Resultante der n allgemeinen Formen f,, f, 


beweisen. 


. f„, welche in den Veränderlichen x,, X . . . Xn 
alle von gleichem Grade m sind, ist eine ganze Funktion 
der Coefficienten dieser Formen, welche die Grund- 
eigenschaft besitzt, in Bezug auf die Coefficienten jeder 
Form homogen und vom Grade m"! ist und, wenn 
a;, den Coefficienten von x!" inf; bezeichnet, das An- 


k 
fangsglied 
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enthält.“ 
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Da auch diesmal der Schluß von n—I auf n 
zum Beweise verwandt werden soll, wird zuerst die 
Richtigkeit des Satzes für den Fall n—=2 nachzuweisen 
sein. Es mögen also zwei allgemeine Formen f, und 
f, von beliebigem Grade m, homogen in den beiden 
Veränderlichen x, und x,, vorliegen, nämlich: 


Ba m _ — 
ag Her La xy. 
m—1 m 
de Xu X +amX 
ER m m--1 -2.,? 
er DEREK BR x, -... 
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Man denke sich die rechten Seiten dieser Gleich- 
ungen in zwei Teile gesondert. Von diesen enthalte 
der eine alle Glieder, welche links von dem Gliede mit 
dem Potenzproducte Br izl Mer in den obigen 
Formen stehen, der andere aber die übrigen Glieder. 
Aus dem ersten Teile läßt sich dann x"! 
dem zweiten Karkl als Factor herausziehen, so daß ist: 


und aus 


| RUFT By RE x: 

| a1 tage RR EEE rar) | 
area i = 
1) DR Kr bLL:B; x, 


bi xml)... 2b. xml) 
= [fh fa] 


Durch Entwicklung dieserzweireihigen Determinante 





erhält man eine allgemeine Form der Veränderlichen 
X, %, vom (m—I)ten Grade, deren Coefficienten zwei- 
reihige Determinanten sind, gebildet aus den Coeffi- 
cienten der ursprünglichen Formen, Diese zweireihigen 


Determinanten sollen allgemein mit c;, bezeichnet 


werden, wo 


| | 
RR 


Gr >= 
5b, b5 


ist. 
Es ergibt sich dann aus (1): 


(2) Gi a eg x? x, 00,43 X No Mare 
a WERE xi KUN 
Gil Kuna '%+Gir+2 Xu + 
er ae pe! x TEE +Cım xl RE 
+ Git1 ul x ea RE Te 


Läßt man i alle Werte von 0 bis m—1 durchlaufen, 
so erhält man im ganzen m-Gleichungen, welche alle 
von einander verschieden sind und homogen in x, und 
x, vom Grade m—1. Daß nämlich zwei von ihnen 
nicht übereinstimmen können, geht daraus hervor, daß 
der Coefficient Com, Welcher in jeder Gleichung vor- 
kommen muß und zwar immer nur bei dem Gliede 
x! xm-(+l) stehen kann, in zwei verschiedenen der 
m-Gleichungen stets bei einem anderen Gliede vorkommt, 
da ja für die beiden Gleichungen der Wert von i ein 
anderer sein muß. Hieraus folgt dann auch, daß 
dieser Coefficient ein- und nur einmal vor jedes der 
Glieder x! xm=6+1) tritt, wenn alle m-Gleichungen 
gebildet werden. Zieht man nun in Betracht, daß eine 
in x, und x, homogene Gleichung vom (m—1)ten Grade 
gerade m-Glieder hat, so gelangt man in bekannter 
Weise, wenn man z.B. diem—-1 letzten Glieder eliminiert, 


x 


> 


BR 


zu einer mit Ku multiplizierten Determinante mter 
Ordnung der Coefficienten der Gleichungen (2). Sie 
kann mit Hilfe der Form (2) sofort niedergeschrieben 
werden, wenn man i successive alle Werte durchlaufen 
läßt und beachtet, daß c;; = 0 und c;, = —cy; ist. Man 
gelangt so zu der bekannten zuerst von Dezouf auf- 
gestellten Resultantendeterminante zweier binärer 
Formen gleichen Grades, die man auch kurz als 
Bezout’sche Determinante zu bezeichnen pflegt. Sie 
hat folgende durchsichtige Gestalt: 


| Coi Co2 Co3 re er Co m 1 Com 


2) ym—1 -- Co2 Co3 + Ca Co4 + Ci3 une, ee Com ns Cm 1 Cm 


1 


Co3 Co4 + Cı3 Cos + C14+C93 - -- Cm # Cam-ı Cam 
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In dieser Determinante kommt die zweireihige De- 
terminante Com in jedem Element der Nebendiagonalen 
versehen mit dem Coefficienten 1 und auch nur bei 
diesen Elementen vor, so daß © das Glied c!\, besitzt 
und daher nicht identisch verschwinden kann, weil 
dieses Glied nicht forthebbar ist. Auf dieses Glied 
reduziert sich aber für den Fall n=2 der Ausdruck A. 
Ferner besitzt ©, wie aus der ganzen Bildung dieser 
Funktion hervorgeht, die Grundeigenschaft hinsichtlich 
f, und f,. Das schließlich © auch homogen in den 
Coefficienten von f, und f, und vom mten Grade 
sowohl in dem einen wie dem anderen ist, hat man 
wohl kaum noch nötig zu erwähnen. Es erfüllt also 


Com 1 ComtCım 1 Cımt Cam 1: Cm -3,mtCm 2,mCm-2m 





Com Cm Com ++ Cm-2,m Cm-1,m! 


Sr I 


9 die Forderungen unseres Satzes und ist die Re- 
sultante der Formen f, und f,. 

Es mögen nun n allgemeine Formen f,, 1%, .. In 
vorliegen, die alle vom gleichen beliebigen Grade m 
und homogen in den n Veränderlichen x,, X . . Xn 
sind. Nimmt man an, daß der Satz bereits für n—1 
solcher Formen bewiesen sei, so lassen sich gewisse 
Folgerungen ziehen. Denn wählt man zunächst aus 
den n Formen n—1 aus, etwa die Formen f,,% .. In_ 
ersetzt dann in ihnen x, durch e "X. und betrachtet 
den Quotienten = als zu den Coefficienten gehörig, 
so erhält man n—1 allgemeine Formen f,, f, ... In 
der Veränderlichen x, X . . . X, vom mieten Grade. 
Ihre Resultante kann nach Annahme gebildet werden. 


In diesen Formen ist der Coefficient von x” in f; gleich 


Wr; X m x), M-1 ER n1—2 AR 
ana Ir 
wo die «a, ßj,...,0; die Coefficienten der Glieder mit 


cinem Potenzproduct von x, und x, allein in der 
ursprünglichen Form f; sind. 


Nach unserem Satze muß dann die Resultante 
unserer n—1 Formen hinsichtlich der Veränderlichen 





Xyy X, >.» X. das Anfangsglied haben: 
d12 ds dın -1 cı mi= 
ı 99 Ag + Bn—1 C5 
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| 4n—2,2:9n - 2,311, 2 9n—2,n—1 ,Cn—2 
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412 413... Aın—1 &ı ER Tel sr a re 


x,,m x, m—i RR 
99 Ay . . - Ag 1 Apı , Zi er Sunset la Stdn 


x 1 m-1 


X 1 m . Es X 1 
An-2,2 An-2,3---An-2,n-1 An-2,1(%,) + &n-2(&) + 9n-2 x, + An-2n 


Xj m 2. m-1 R Ku 
An-1,2 An-1,3---An-1,n-1 an-1,1(2,) E nz) +++ 6n-1 x, An-In 


Hieraus und aus dem Umstande, daß die Resul- 
tante homogen und vom Grade m"? in den Coeffi- 
cienten einer jeden der n—1 Formen sein muß, folgt, 
daß die linke Seite der sich ergebenden Identität eine 
nicht homogene allgemeine Form der Veränderlichen 
1 —] 


X 
„ vom Grade m" 
n 


vom Grade m"? in den Coefficienten der ursprüng- 
lichen n-——-1 Formen sind. Indem man diese Form 


ist, deren Coefficienten wieder 


durch Multiplikation mit x" homogen macht, kommt 
man zu folgender Identität: 


mn-1 mi mn-1 
(4) F, Kaahı, +A,x, RAN AR 


[fi %... Mo 


Diese Form, welche durch Elimination der n—2 
Veränderlichen x,, X3...Xn_ı aus n—1 allgemeinen 
Eormens hifo...fn_1!der Veränderlichen...x],.Xg*. . Xn 
sich ergibt, möge kurz als Endform oder im Anschluß 
an die Bezeichnung in der „Enzyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften“ als Eliminante bezeichnet 
‚werden. 

Wie aus (3) sich ergibt, treten nur bei den 
Gliedern der Identität (4) als Bestandteile ihrer Coeffi- 
cienten Determinanten (n—1)t® Ordnung in der 


SE 


mn—2ten Potenz auf, welche von der Form (Kiel ymu—2, 
(x„)mn—2 sind, wo i=0, 1, 2,...n—1 zu setzen 
ist. Insbesondere sind die Determinanten (n—1)ter 
Ordnung, erhoben zur m? Potenz, deren Elemente 
allein aus den Coefficienten der reinen Potenzglieder 
VON X, Xa..- nr DEZW. x, X: .%. X Sir 
sprünglichen Formen bestehen, Bestandteile der Coeffi- 
cienten des ersten und letzten Gliedes der Endform (4). 

Setzt man in dieser Endform x, = 0, wodurch die 
Formen 5, bh... in ı. In) 8, 2o... Bone 
mögen und wo g; eine allgemeine Form mt” Grades 
der Veränderlichen. x,, X,...X, Wird, so bleibt auf 
der linken Seite der Eliminante (4) nur das letzte 
Glied Ayn-ı- x,“ übrig. Nun besitzt aber Ayn-ı 
die Grundeigenschaft in Bezug auf die Formen g,, 8, 
...&n._p und ist homogen und vom (m"?)ten Grade 
hinsichtlich der Coefficienten jeder dieser Formen; 
ferner besitzt sie auch die Determinante mit den 
Elementen, welche die Coefficienten der reinen Potenz- 
glieder der Formen g sind, in der (m"2)ten Potenz, 
versehen mit dem Coefficienten 1. Der Ausdruck 
A nn-ı Ist also nach unserem Satze die Resultante der 
Formen g,, 83... 1. | 

Setzt man andererseits in der obigen Endform x, 
gleich Null, so geht F, über in: 

A): Ka, = [hz,.h2 eh. 041 

wo h,,h,---h,_; allgemeine Formen vom m#“" Grade 
der n—1 Veränderlichen x,, X ---Xn._ı sind, welche 
durch Nullsetzen von x, aus den Formen f,, fa: 1n_1 
hervorgehen. Von dem Coefficienten A, läßt sich dann 


Rh 


in entsprechender Weise wie oben von A,n--ı der 
Nachweis führen, daß er die Resultante der Formen 
h,, hy... h,._; darstellt. Aus der Annahme, daß unser 
Satz für n—1 Formen bewiesen ist, folgt also der Satz: 

„Die Coefficienten des ersten und letzten Gliedes 
der Endform (Eliminante) der allgemeinen Formen 
fj, fa. 1n_ı gleichen Grades hinsichtlich der n—2 Ver- 
änderlichen x, X, :-- X„_ı von den n Veränderlichen 
X1,Xg-'Xn sind die Resultanten der Formen, welche 
aus f,,1,--- f„__; hervorgehen, wenn man in ihnen x, 
bezw. x, gleich Null setzt.“ 

Dieser Satz läßt sich übrigens auch für den all- 
gemeinen Fall, daß die Formen von beliebigem Grade 
m,, Mg; --- m,_ı sind, beweisen, | 

Um nun den Beweis des zu Anfang dieses Para- 
graphen aufgestellten Satzes zu Ende zu führen, muß 
man sich noch eine zweite Endform in x, und x, vom 
(m"-1jten Grade verschaffen. Zu diesem Zwecke 
mögen etwa die n—1 Formen f,, f; --- f, ausgewählt 
werden und von ihnen die Eliminante in Bezug auf 
die Veränderlichen x,, X, --- Xn_ı gebildet werden. Die 
so entstehende Endform werde dargestellt durch: 


n—1 n—1 
RO, eis EB Uli 


fa, f; + Mal) 


EINE ie 

Hier sind B, und B,n-ı wieder die Resultanten 
der Formen, welche aus f,, f, .. i„ hervorgehen, wenn 
in ihnen x, bezw. x, gleich Null gesetzt wird, und 
welche daher auch die entsprechenden Determinanten 
in der (m"”2)ten Potenz als Anfangsglieder erhalten 


ER 


werden. Diese Determinanten, deren Potenzen als 
Anfangsglieder in A,, By Amn-1, Bunn-ı auftreten, kann 
man als Unterdeterminanten erster Ordnung der Deter- 
minante nter Ordnung A ansehen, welche die n? Coeffi- 
cienten der reinen Potenzglieder der n Formen f,,f, --- fı, 
zu Elementen hat. Wir bezeichnen diese Unterdeter- 
minanten, indem wir A die Indices geben, welche das 
zu der jedesmal in Betracht kommenden Unterdetermi- 
nante adjungierte Element der Determinante nter Ord- 
nung 4 besitzt. Demnach ist die Determinante des 
Anfangsgliedes von A, mit Aym Von Ayn-ı, mit A 
von B, mit A, Von Bun-ı mit A,, zu bezeichnen. 

Bildet man die Resultante ©, der beiden Formen 
F, und F, hinsichtlich der Veränderlichen x, und x,, 


ni? 


so enthält diese nach den Auseinandersetzungen über 
die Resultante zweier binärer Formen zu Anfang dieses 
Paragraphen das Aniangsglied 


n-1 m n-2 _ 
AB Ra Br lan Aa ze 
n-2 n,2 n-1 
— (An ı + mn-ı) (An +2,)]" 
Hier sind Ay, 2, Ann Zmn-ı die anderen Be- 
standteile, welche in den entsprechenden Coefficienten 


der Formen F, und F, außer den 4 auftreten. Nach 
obiger Gleichung enthält also ©, das Glied: 


(Au Ann) (Aa 
n-2 n-2 0—t 
Ze (A, ‘Ann = Aın } Anı) ' (Au Adr ı rs (An Amar 


n-1 n-2 h n-2 
— (A Ann - An’ ya . Ad a) A (A 


mn -1 


Nun ist aber der Ausdruck in der ersten Klammer 
der letzten Zeile einer Unterdeterminante 2ter Ordnung 


ER Ne 


der zu der Determinante nter Ordnung A adjungierten 
Determinante. Daher ergibt sich für diesen Ausdruck: 


 Asaldheil h 
Ar Ann Arn: Am = | S5 vn =4. edlen 


Setzt man noch zur 


02 4 n-1 227 mm! 
-)" ea + +(An Al 2 =N 


da110A,.n 


( 





so enthält also ®, das Glied NA""”" — NA, wo A die- 
selbe Bedeutung hat wie in dem zu Anfang dieses 
Paragraphen ausgesprochenen Satze. Daß dieses Glied 
sich nicht etwa fortheben kann, folgt daraus, daß sich 
das Glied A, Bun-ı — Ayn-ı B, nur einmal in der 
m! Potenz in 9, vorfinden kann, versehen mit dem 
Coefficienten 1, und daß andererseits auch der Be- 
standteil desselben (A, Ay)" — (An: Ay)" nur 
einmal vorkommen kann, weil ja, worauf ausdrücklich 
hingewiesen wurde, 4,7, Ayn etc. in F, bezw. F, nur 
je einmal in der (m"=?)ten Potenz auftreten. Möglich 
ist es aber, daß sich in ©, noch weitere Glieder finden, 
welche A als Factor enthalten. Ziehen wir alle diese 
Glieder zusammen, so möge das sich ergebende Pro- 
duct mit 
A:K, 

bezeichnet werden. 

Man kann sich ebenso einen entsprechenden 
Ausdruck ©, schaffen, indem man sich zunächst 
wieder zwei Formen F, und F, herrichtet dadurch, daß 
man aus den n Formen f,, f,...f, auf andere Weise 
n—1 Formen auswählt, etwa zur Bildung von F, die 


a, re 


Formen. f;,.is. „Mn. und für.E, .die,Formen ds 
(also F, = F,). Aus den gewählten Formen gewinnt 
man auf genau dieselbe Weise, nämlich durch Elimi- 
nation der Veränderlichen x,, X3....X,_ die beiden 


Endformen (m"—1)ien Grades in x, und x, F, und F,, 
aus denen man dann nur noch x, und x, zu eliminieren 
braucht, um zu dem Ausdruck ®, zu gelangen. Es ist 
leicht zu erkennen, daß auch in ©, Glieder, mit dem 
Factor A versehen, auftreten werden, aber in Summa 
andere als in ©,. Letztes kann man durch einen Ver- 
gleich der Gradzahlen, welche die Coefficienten der 
Form f, in beiden Ausdrücken haben, nachweisen. Es 
möge also in ©, das Glied A-K, auftreten, in dem alle 
Glieder von ©, mit dem Factor A enthalten seien. 
Die beiden Funktionen ©, und @, der Coefficienten 
der Formen f,, f,...in besitzen die Grundeigenschaft 
in Bezug auf diese Formen, denn es folgt z. B. für 


rer pe | een 


RER 


Das gleiche gilt auch für 9,. Diese Funktionen 
müssen also die Resultante der Formen f,, %,... In 
als Factor besitzen, so daß gesetzt werden kann: 

Ser ERIEIR FRAERR 
9: = ER 

Nun können K, und K, keinen Teiler gemein haben, 
wie sich aus Vergleichung des ersten und letzten 
Gliedes von N, einem Bestandteile von K, mit den 
entsprechenden Gliedern von K, zeigen läßt. Hierbei 
wird allerdings angenommen, daß nicht alle Coefficienten 
der reinen Potenzglieder irgend zweier der n Formen 


MR 2_ 


übereinstimmen, was man aber auch stets durch ge- 
eignete ‚lineare Transformationen verhindern könnte. 
Aus der Teilerfremdheit von K, und K, folgt, daß sie 
Teiler von H, bezw. H, sein müssen und ferner, 
daß sie die Grundeigenschaft in Bezug auf f,,%,.. fı 
nicht besitzen können, weil sie sonst entweder ver- 
schwinden müßten, was nicht der Fall ist, oder aber 
einen gemeinsamen Teiler, nämlich die Resultante der 
n Formen’ besitzen müßten. Nunmehr kann nur noch, 


mn-1 


djaA=4 ist: 
H =K - AunddH, =K- A 


sein. Auch diese Factoren können, solange i< m"! 
ist, nach den Folgerungen des Satzes (1) und nach 
Satz (2) in $ 1 die Grundeigenschaft in Bezug auf 
f\, fi... f, nicht besitzen. Da nun der Fall i — m"! 
nicht in Betracht kommt, weil sonst R = 1 wäre für 
jedes n, was z.:B. für n = 2 nicht der Fall ist, so 
kann nur R die Grundeigenschaft besitzen, woraus sich 


aber wiederum ergibt, daß nur 
Kg Frkkfund,.K, ——;.Hl, 

sein kann. Dann aber besitzt R das Anfangsglied A 
mit dem Coefficienten 1. | 

Schließlich muß R auch homogen in den Coeffi- 
cienten der n Formen f,,%, ... f, sein, da es die 
Glieder von 9, sind. Hieraus folgt dann, da A in den 
Coefficienten einer jeden Form f; homogen und vom 
Grade m"! ist, daß auch K, = H, homogen in den 
Coefficienten einer jeden Form sein muß, also auch 
R und zwar vom (m"—!)ten Grade in den Coefficienten 
einer jeden Form. Hiermit ist unser Satz bewiesen. 


a 


SF: 

Aus dem Umstande, daß nach Satz (6) in S 1 
sich die Resultante der n Formen f,,% ...f, der 
Veränderlichen x,, X, . . . X, nicht ändert, wenn man 
die Form f; durch f; + [f,, fa . . . f,] ersetzt, wo 
a, ß, ... e die von i verschiedenen Zahlen 1, 2,...,n 
sind und wo m; > m,, m; ... . m, vorausgesetzt ist, 
ergibt sich, daß im Falle gleichen Grades bei den 
n Formen man zu jeder Form die mit beliebigen Con- 
stanten multiplizierten n—1 übrigen Formen addieren 
kann, ohne den Wert der Resultante zu ändern. Diese 
Eigenschaft der Resultante von n Formen gleichen 
Grades erweckt die Vermutung, daß die Resultante aus 
einer Summe von Producten der Determinanten nter. 
Ordnung, welche sich der Matrix der n Formen ent- 
nehmen lassen, zusammengesetzt ist. Denn in diesem 
Falle würde jene Änderung der Formen den Wert der 
einzelnen in der Resultante auftretenden Determinanten 
nicht ändern, da ja nur zu den Elementen irgend einer 
Reihe einer beliebigen Determinante die mit irgend 
welchen Constanten multiplizierten Elemente anderer 
Reihen derselben Determinante addiert werden. Diese 
Vermutung wird noch dadurch bestärkt, daß sie sich 
für den Falln =2 als richtig erweist und daß außerdem 
für jedes n das Anfangsglied der Resultante die Potenz 
einer n-reihigen Determinante ist. Daher liegt es nahe, 
zu versuchen, folgenden Satz zu beweisen: 


»Die Resultante von n allgemeinen Formen f,, f, 
.... In der Veränderlichen x,, %, . ..x,,' weleliesalfe 
von gleichem Grade m sind, setzt sich aus einer Summe 
von Producten (m"- !)ten Grades der Determinanten 


ug. 


nter Ordnung zusammen, welche sich aus der n-reihigen 
Matrix der n vorliegenden Formen entnehmen lassen«. 

Hierzu wird die Beweismethode, welche F. Mertens 
für den in S 1 unter 8.) citierten Satz angewandt hat, 
benutzt. Man denke sich die Glieder der Formen 
etwa nach fallenden Potenzen und nach steigenden 
Indexziffern der x geordnet, dann sollen die Coeffi- 
cienten mit a;, bezeichnet werden, wo i von I bis n, 
k von 1 bis r läuft, wenn r die Gliederanzahl jener 
Formen mten Grades bezeichnet. Wir haben dann 
das System: 


== m _ m J S 
i, y 41 X IM dio X9 + wette + dır . x, j x RR: x 
5) S 
an Klin aaa en - las Xıbunad.2.%° 
hr m TI. EN s R 
fn Pra% Anı X ur dn2 X9 Werne. are | Anr x . Kod a0 N 


Es ist also zu zeigen, daß die Resultante 
Rn Are far 
X X2...Xn_| 


eine Funktion von Determinanten nter Ordnung: ist, 








welche sich aus der Matrix 





| 41 dio ae ite, Beh er Be Aır | 
do1 do9 Sehens dor | 
Ayı Ano rer ER Anr | 


bilden lassen. 
Es seien y4, Yıa --- Ynn Unbestimmte und man setze 


ll : IE 

DR Yor.ası Dr .ar- an dk = ak 
PET m ‚ m Bi an S 
Pads‘, dia. Re ER RO TERERRITED RAD. 


= Ya lactı Yakfo te». 1 Yai In 
ZH yYır -Ya2- + Yan” Y 


Sy An 


Geht R nach Ersetzen von a,, A ... durch 
A,» Ad, ... in R über, so hat man: 
R ak 13% fa DE In 3 yma-i R 
ER 








Dies ergibt sich folgendermaßen. Wegen 
TORTE RARL EN 
With tryaht... Hy fn-s Yan F Yon et Ynniol 


ZH ya 
muß R durch R teilbar sein, also etwa 
' S Q 2 R, 


wo @ die Coefficienten der Formen f,, f,...f, nicht 
mehr enthält. Dieser Factor @ kann nun mittelst der 
besonderen Formen f, in denen nur noch die reinen 
Potenzglieder xT', x3',...x7' mit den betreffenden Coef- 
ficienten vorkommen, bestimmt werden. Denn für sie 
reduciert sich R auf das Anfangsglied, dessen n reihige 
Determinante mit 47 bezeichnet werde Da nun R 
aus R hervorgeht, indem die a durch die a’ ersetzt 
werden, so folgt wegen der Bildungsweise der Größen 
a, daß dann 7 in 4:.Y übergeht. Daher muß Q 


—ı1 o 
— ymMtT sein. 


Es sei nun 
Ayu 998 dy 
Jap RE N AR 
Ana Anß Ans 





und man bezeichne die ähnlich wie Determinanten 
gebildeten Operationen : 





| BENNO ar 
dYın Waı Yın | 
BL: un 
| Oya Ya Oyan | 
| 
d d J 
Ya OYnn 
Le 0 de 
dd dA 9 IA: 
LARN.O CH 
da .u,dd,a da. 
mo h d 0) 
Id Ans dan, 








mit Y/ und Da, ß 


ot: 


> 4 .Q 
An,ß...: LET ER: 


mit 2, wo das Summenzeichen auf alle Kombinationen 


und die Operation 


nier Klasse a, #,...e der Zahlen 1, 2,...r zu beziehen 
is. Nimmt man nun ein Operationsobjekt, welches 
die Unbestimmten y,,, Yıa---Ynn Nur innerhalb der 


Verbindungen d’, ,d,»-... Ann enthält, so ist 
vo 
und daher 
vaydı.R—=RY4Ayd— gU.R 
Wird YA nach Potenzproducten P,P, .... der 


Unbestimmten y,,, Yıa - - . , entwickelt und 
Ya Med Bi ag Andrea 


Pe 


gesetzt, und bezeichnet @, Q, ... die Differentiations- 
forderungen, welche aus P, P; ... nach Ersetzen von 


Yos durch hervorgehen, so ist demzufolge 


d 
Oyoo 
vıyI=-eQPLAaQP + se 
wo h eine positive Zahl bezeichnet. Man hat daher 


a A AU arr 
N. m ; 


und es erhellt, daß a 24 R’ die Coefficientera are 
nur innerhalb der Determinanten A, ;,,. enthalten 
kann, da hier q= m"! d.h. gleich dem Grade ist, 
in dem die Resultante homogen in den Coefficienten 
der einzelnen Formen ist. Ferner schließt man hieraus, 
daß die einzelnen Determinantenproducte in R nur 
noch Zahlencoefficienten haben können. Demnach läßt 
sich der Satz zu Anfang von 8 2 jetzt so aussprechen: 

„Die Resultante von n allgemeinen Formen ae 
fa, welche in den Veränderlichen x,, X)... Xn alle vom 
gleichen, aber beliebigen Grade m sind, ist eine solche 
ganze Funktion der Coefficienten dieser Formen, welche 
die Grundeigenschaft besitzt, sich als eine Summe von 
Producten aus Determinanten nter Ordnung, die der 
n-reihigen Matrix der Formen entnommen werden 
können, darstellt, in diesen Determinanten homogen 
und vom (m"Ijten Grade ist und das Anfangsglied 


dı1> dıo U TIraNS din m" 1 
| do, dog Ne d92n 
Az 
| Ani du2 = +2. sudon 


enthält, wenn a;, den Coefficienten von x, in T; be- 


zeichnet.“ 


S 4. 

Der soeben ausgesprochene Satz könnte die 
Meinung wachrufen, daß sich die Resultante auch für 
Formen mit mehr als zwei Veränderlichen als eine 
Determinante darstellen lassen wird, welche ähnlich 
der Bezout’schen Resultantendeterminante des binären 
Gebietes beschaffen ist, welche also als Elemente aus- 
schließlich Formendeterminanten, d. h. Determinanten 
enthält, welche sich der Matrix der gegebenen Formen 
entnehmen lassen. Man kann jedoch an dem Beispiel 
der Resultante dreier ternärer quadratischer Formen 
oder dreier Kegelschnitte — diese letzte Bezeichnung 
soll im folgenden durchweg gewählt werden — nach- 
weisen, daß dies allgemein nicht mehr der Fall ist. 
Daß dagegen die Möglichkeit einer solchen Darstellung 
für gewisse spezielle Formen auch weiterhin vorhanden 
ist, zeigt uns ein Beispiel in der Abhandlung von 
L. Dixon: „Die Elimination bei drei Gleichungen in 
zwei unabhängigen Veränderlichen“, auf die noch in 
S 6 näher eingegangen werden soll. 

Zum Nachweise, daß sich die Resultante dreier 
Kegelschnitte nicht in der oben erwähnten Weise dar- 
stellen läßt, führen die folgende Überlegungen. 

Wäre eine solche Darstellung möglich, so müßte | 
die Resultantendeterminante von der vierten Ordnung 
sein. Da diese Determinante die Grundeigenschaft 
in Bezug der drei Kegelschnittsformen besitzen muß 
und ihre Elemente dreireihige Determinanten aus der 
Matrix jener sein sollen, so müßte man vier aus den 
‚gegebenen drei allgemeinen Kegelschnittsformen ge- 
wonnene Gleichungen aufstellen können, welche nur 


BER NE 


noch vier zu eliminierende Größen besitzen d. h. all- 
gemein von der Form sind: 


1)A-2+B:24+CG-v+D:.0o = 001,22 


wo 4, «4, », o irgend welche, aber bei den vier Gleich- 
ungen natürlich gleichbleibende Komplexe der Variabeln 
und die A, B, C, D Aggregate von Formendetermi- 
nanten der drei Kegelschnitte sind. 

Es mögen die drei Kegelschnitte wie in $ 1 bei 
dem Beispiele zu Satz (2) vorliegen und auch sonst 
dieselben Bezeichnungen wie dort gewählt werden. 
Damals zeigte es sich, daß man durch Elimination 
irgend zweier Glieder, d. h. durch Multiplikation der 
Kegelschnittsgleichungen mit gewissen Konstanten 
(Coefficienten der ursprünglichen Gleichungen) zu 
Gleichungen von der gewünschten Form (1) gelangt. 
Von allen auf diese Weise gebildeten Gleichungen 
kommen aber nur drei überhaupt in Betracht, nämlich 
Fk, =0, F,=0, F;=0 (vgl. 8.1 Satz 2) Beispieue Pre 
nach dem am Schlusse des vorigen Paragraphen auf- 
gestellten Satze wird es erforderlich sein, daß jede der 
vier zur Bildung der Resultantendeterminante her- 
geleiteten Gleichungen (1) die dreireihige Determinante 
dy,, In einem und zwar nur in einem ihrer Coefficienten 
enthält und zwar eine jede bei einem anderen Gliede. 
Für die Resultantendeterminante kann aber nur eine 
aus diesen drei Gleichungen ausgewählt werden, weil 
dieselben in den Veränderlichen weder übereinstimmen 
noch durch Multiplikation mit irgend welchen Poly- 
nomen der Veränderlichen x,, X, X, zur Überein- 
stimmung gebracht werden können. 
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Nachdem hierdurch gezeigt ist, daß man dürch 
Multiplikation der Kegelschnittsgleichungen mit Kon- 
stanten nur zu einer brauchbaren Gleichung (1) ge- 
langt, wird man naturgemäß dazu übergehen, die ge- 
gebenen Gleichungen mit linearen Ausdrücken der 
Veränderlichen x,, X,, X, zu multiplizieren. Nach den 
bereits erwähnten Eigenschaften, welche die gesuchten 
Gleichungen besitzen müssen, wird man zweckmäßig 
folgendermaßen anzusetzen haben: 


| 2 2 2 
DARK TR THX TAX, X, Fa X X, MIA Xu X; 
4X FAX tr Yı Xp di 


Dieses Schema soll die Abkürzung einer drei- 
reihigen Determinante vorstellen, deren erste Zeile 
nur hingeschrieben ist; die beiden anderen Zeilen sind 
entsprechend zu bilden. Die «, ß, y, d bedeuten hier 
Konstante, welche aus den Coefficienten der Kegel- 
schnittsgleichungen zu wählen sein werden. Von 
diesen in den «, £, 7, d vorliegenden vier Reihen von 
Kegelschnittscoefficienten müssen zwei, nämlich die 
d Reihe und eine der drei übrigen so bestimmt werden, 
daß ein Glied der entstehenden Gleichung in seinem 
Coefficienten die dreireihige Determinante d,,, enthält. 
So hat man also nur noch zwei Reihen zur Verfügung. 
Wählt man nun ganz beliebig, so ergeben sich ge- 
wöhnlich Gleichungen dritten Grades, welche, wie 
man ja auch ohne weiteres einsieht, nichts anderes 
sind als lineare Kombinationen von jenen Gleichungen, 
die aus den ursprünglichen durch Multiplikation 
mit Konstanten (Kegeischnittscoefficienten) hervor- 
gehen. Nur wenn man eine der beiden verfügbaren 
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Coefficientenreihen verschwinden läßt und die andere 
in bestimmter Weise, worauf gleich hingewiesen. werden 
wird, wählt, wenn man also z. B. so ansetzt * 


(2}) a, x 72 x 1% x, Ha x Ha X PR DEE 
A Te Dad, 0 “ 

kommt man zu etwas Neuem. Denn die bei Ent- 

wicklung von (2!) sich ergebende Gleichung ist, wie 

noch gezeigt werden soll, nur vom zweiten Grade 

und der Coefficient dy,, steht bei ihr vor einem anderen 

Gliede als bei FR = 0, F, =0, F,=0. Sie enthalten 

aber, und dies ist von entscheidender Wichtigkeit, 

nicht vier, sondern fünf Glieder, von denen-sich keines 

mehr in geeigneter Weise fortschaffen läßt. Um nun 

zu zeigen wie die Gleichungen (2!) zu bilden: sind, 

mache man in jener Determinante folgende Zerlegung: 


XKMY.Xı +33 % 43, %) 4% (4% 49%) + 
a X, A X, + a X, 
=X HX +9 %X 4% X, 4% 2 X, A | = 0 
Man sieht hieraus, daß man zu diesen Determinanten- 
formen gelangt, in dem man die gegebenen Kegel- 
schnittsgleichungen wie in obiger Determinante zer- 
legt. Dies kann auf sechs verschiedene Arten ge- 
schehen und man erhält so die folgenden sechs 
Gleichungen: 


c 2 Fr 
a) dos X + Apıs X... (gas: Mr Apıa)ı X Kar nidoag KR dee 
oo, 92 SR 


2 2 P | Ä 

c) eo a an + bs X, a chi, X, ir doib Xj X9 Ash X X3 Ar (dies — dy35) X5 Xg 0 
2 2 he; 

d). ua — dis; x + dia x, + dgıs Xı X + Apıo Xı X + (diss Aus) Ro %s 0 
er 2 2 

€) 1 PBEND ER EU + gas x; + dpı2 Xı Xa — (Agas + Ag34) X X + dı24 Ko X = 0 


f)  dosa x’ Eee — Goas x: + Ayıs Xı Xa — (Apas + Agas) Xı Xg + Agıa Xa Xz = 0 
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Bemerkt sei hierzu, daß diese Gleichungen be- 
deutend einfacher sind als diejenigen, welche durch 
einmalige partielle Differentiation nach den Variabeln 
X, X, X, aus der Funktionaldeterminante (vgl. dazu 
$ 5) entstehen und welche gewöhnlich zur Aufstellung 
der Resultante dreier Kegelschnitte benutzt werden. 
Die letzt erwähnten Gleichungen, welche sechs Glieder 
besitzen, lassen sich auch höchstens auf brauchbare 
Gleichungen mit fünf Gliedern reduzieren, welche sich 
dann durch weitere Umrechnung auf obige Form 
bringen lassen. 

Hiermit wäre der Fall der Multiplikation mit 
linearen Ausdrücken erschöpft, und man käme zu dem 
einer Multiplikation mit quadratischen Ausdrücken. 
Um nicht zu sehr ins Einzelne zu gehen, möge hier 
nur angegeben werden, daß man in diesem Falle zu 
keinem wesentlich neuen Resultate gelangt; man er- 
hält auch hier wieder als wirklich brauchbare Gleich- 
ungen solche, welche sich auf die Gleichungen: (3) 
reduzieren lassen. Die Untersuchungen noch weiter 
zu führen, dürfte wohl als zwecklos zu bezeichnen sein. 

Gelingt es somit nicht, die reine Resultante dreier 
Kegelschnitte als Determinante darzustellen, welche als 
Elemente nur Formendeterminanten oder Aggregate 
derselben enthält, so läßt sie sich doch, versehen mit 
dem einfachen Factor dy,., als eine solche Determinante 
fünfter Ordnung darstellen, und zwar ist dies auf ver- 
schiedene Arten möglich. Man muß, um zu diesem 
Ziele zu gelangen, z. B. von den Gleichungen (3) die 
beiden a) und b) verwenden, ferner die Gleichungen 
F,=0, F,=0 und als fünfte eine der beiden Gleich- 
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ungen 3, c) oder 3, e), aus der noch das überzählige 
Glied zu entfernen sein wird. 

Wählt man die Gleichung (3, c), aus der man das 
Glied d,,, x? vermittelst der Gleichung 


doss X + Aus X tr Asus X + Ayas Xı X = 0 
eliminieren kann, so daß man also als fünfte Gleichung 
erhält: 
dpa X + (dioz Ara5) REF lAyız  Az45) Xı Xp Age X X F 

+ (dis4 FT dyg5) Xy X, — 0 
so ergibt sich: 


do12 0 di93 dio4 dis. 

0 do1z e. dos3 I do24 a dos5 
() R-dyis : nme dyo3 A455 Agız — Agys, — Aoas» Aro4 7 Aggz | 

do1s 7 dı35; do15 ar di34, do12; dy23 


do34 Ayıs Aoss  Agıa, — gas dns | 

Eine durchsichtige Anordnung scheint sich aber 
bei dieser Determinante nicht erzielen zu lassen. Im 
übrigen läßt es sich leicht zeigen, daß die Deter- 
minante in (5) den Factor d,,, besitzt. Dazu braucht man 
sie nur nach Unterdeterminanten der ersten und zweiten 
Zeile entwickeln und eine bekannte Determinanten- 
identität anzuwenden. 

Es ist mir gelungen, auch noch auf andere, be- 
deutend kürzere Art, nachzuweisen, daß sich die Deter- 
minante dreier Kegelschnitte nicht in der gewünschten 
Weise als vierreihige Determinante darstellen läßt. 
Hierzu bediene ich mich eines Resultates, welches ich 
der Arbeit: „Anwendung des erweiterten Euklidischen 
Algorithmus auf Resultantenbildung“ von fr. W. Meyer 
(Math. Ver. 16. 1907), meinem hochverehrten Herrn 
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Lehrer, entnehme. Auf den Inhalt dieser Arbeit will 
ich zunächst kurz eingehen. 

In derselben wird zunächst dargelegt, wie man 
den von Jacobi erweiterten Euklidischen Algorith- 
mus mit geringen Modifikationen auf ganze rationale 
Funktionen übertragen kann. Bei Anwendung des so 
sich ergebenden Verfahrens auf x ganze Funktionen 
in einer Variabeln — nur hierfür sind in der genannten 
Arbeit die Untersuchungen allgemein durchgeführt — 
ergeben sich x—1 sogenannte „letzte Reste des Al- 
gorithmus,“ welche ganze Funktionen der Coefficienten 
der <z gegebenen Funktionen allein, also Konstante 
sind und welche sich als eine lineare, homogene 
Kombination der x gegebenen Formen darstellen lassen. 
Das gleichzeitige Verschwinden dieser <—1 letzten 
Reste des Algorithmus gibt die «—1 notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen für die Existenz eines 
von einer Konstanten verschiedenen größten gemein- 
samen Teilers der «x vorgelegten Formen, wobei der 
letzte dann nicht verschwindende Rest jenen größten 
gemeinsamen Teiler liefert. 

Es wird ferner gezeigt, daß sich eine Partial- 
resultante R der x gegebenen Formen linear und 
homogen durch die <—1 letzten Reste des Algorithmus 
darstellen läßt. Unter einer Partialresultante R der 
gegebenen Formen wird dabei eine ganze Funktion 
der Coefficienten jener verstanden, die verschwindet, 
sobald diese Formen oder auch nur einige (> 2) von 
ihnen eine gemeinsame Wurzel besitzen. Jede solche 
Partialresultante R ist aus den vorgelegten Formen 
linear und homogen komponierbar. Ferner geht aus 
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der Natur des Algorithmus der Formen hervor, daß 
sich die <—1 letzten Reste durch <—1 andere Kon- 
stanten linear zusammensetzen. Durch Einführung 
dieser neuen Konstanten, welche von bedeutend ge- 
ringerem Grade sind und als „reduzierte letzte Reste“ 
bezeichnet werden, vereinfacht sich die Darstellung 
der Partialresultanten. Für die Gradzahlen dieser 
letzten Konstanten besteht ein verhältnismäßig ein- 
faches Gesetz. 

Dieser allgemeinen Theorie der Partialresultanten 
von Formen in einer Veränderlichen wird noch die 
Betrachtung der Partialresultanten von drei quadratischen 
Formen in einer, zwei und drei Variabeln angeschlossen. 
Von besonderem Interesse ist hierbei die geometrische 
Deutung der einzelnen Factoren, in die gewisse jener 
Partialresultanten zerlegbar sind. 

Für die Betrachtungen dieses Paragraphen ist 
folgendes Resultat von Bedeutung. Verfährt man, um 
zur Resultante dreier Kegelschnitte R,p. zu gelangen, 
wie es auch bei dem Beweise in S 2 allgemein geschah, 
indem man die Eliminante R. der beiden ersten Kegel- 
schnittsgleichungen bezüglich einer Variabeln sowie 
die Eliminante R, der beiden letzten hinsichtlich der- 
selben Veränderlichen bildet und dann die Resultante 
R (R, R.) der beiden binären Gleichungen vierten 
Grades R, und R, aufstellt, so ist die eigentliche Re- 
sultante der drei Kegelschnitte bekanntlich ein Factor 
von R (R,,R.), also etwa 


R (R„,R ) > PFR;be 


Von dem Factor P wird nun in der soeben be- 
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sprochenen Arbeit nachgewiesen, daß er in keine 
weiteren Factoren zerlegbar ist. 

Der Ausdruck R (R,,R.) läßt sich aber als Re- 
sultante zweier binärer Gleichungen vierten Grades 
als vierreihige Bezout’sche Determinante darstellen, 
deren Elemente ganze Funktionen 8ten Grades der 
Coefficienten der drei gegebenen Kegelschnitte allein 
sind. Nehmen wir nun an, daß sich die Resultante 
R,p. der drei Kegelschnitte auch durch eine vierreihige 
Determinante darstellen ließe, deren Elemente aus 
Formendeterminanten der Kegelschnitte bestehen, so 
würde, da ja R,p. ein Teiler von R (R, R.) ist, dies 
wegen des ganzen Baues der beiden Determinanten 
nur so möglich sein können, daß sich aus jeder Zeile 
(bezw. Kolonne) der ersten Determinante gewisse 
Factoren hervorziehen ließen. Dann aber würde der 
Factor P mindestens aus vier Factoren zusammen- 
gesetzt sein, ein Widerspruch mit dem oben an- 
geführten Resultat. Daher muß die gemachte Annahme 
falsch gewesen sein und die Resultante der drei 
Kegelschnitte ist nicht als vierreihige Determinante 
darstellbar. 

85, 

Während es sich in den vorigen Paragraphen um 
die Herleitung eines theoretischen Satzes über die Re- 
sultante von n allgemeinen Formen gleichen Grades, 
sowie um eine damit im Zusammenhang stehende 
Betrachtung handelte, sollen jetzt die Methoden näher 
behandelt werden, mittelst deren man imstande ist, 
diese Resultanten auch wirklich aufzustellen. Wie 
man im Falle n=2 zu verfahren hat, ist zu Beginn 
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des S 2 auseinandergesetzt worden, so daß also nur 
noch :die Fälle in Betracht kommen, in denen n>2 
ist. Wenn wir von den älteren Arbeiten absehen, so 
haben wir hauptsächlich noch zwei Abhandlungen aus 
neuester Zeit zu erwähnen. Es möge hier gleich 
betont werden, daß vermöge der Methoden, welche 
in jenen Arbeiten angewandt werden, nur ein ver- 
hältnismäßig sehr beschränkter Teil von Resultanten 
aufgestellt werden kann, immerhin aber wird man 
durch sie in die Lage gesetzt, wohl allen praktisch 
vorkommenden Fällen zu genügen. Es sei noch 
erwähnt, daß allen diesen Methoden das eine gemein 
ist, daß sie auf irgend eine Art versuchen, aus den 
gegebenen Gleichungen andere herzuleiten und zwar 
in solcher Anzahl, daß für ihr Zusammenbestehen die 
Determinante aus ihren Coefficienten verschwinden 
muß, ohne daß diese jedoch identisch zu Null wird. 

Zunächst soll hier auf die kurze Abhandlung von 
W. Haskell „Darstellung gewisser Resultanten in Deter- 
minantenform“ (Math. Ver. 12. [1903]) eingegangen 
werden. Diese Arbeit ist dadurch bemerkenswert, -daß 
sie in der Hauptsache für zwei Fälle, nämlich für 
n=4,5, m=2 eine Methode zur Resultantenbildung 
angibt, die sich von den anderen wesentlich unter- 
scheidet. W. Flaskell leitet nämlich in seiner Ab- 
handlung einen Satz über die zweiten Ableitungen der 
Funktionaldeterminante ab, welcher als eine Erweiterung 
zu einem bekannten Satze von Cayley über die ersten 
Ableitungen der Funktionaldeterminante angesehen 
werden kann (vgl. Salmon-Fiedler: Higher Algebra). 
Dieser Satz lautet: 


(1) 


m ST: 


„Verschwinden gleichzeitig n homogene Formen 
gleichen Grades von n Veränderlichen, so verhalten 
sich die zweiten Ableitungen der Funktionaldeter- 
minante jener Formen wie eine gewisse lineare Funktion 
der entsprechenden zweiten Differentialquotienten der 
ursprünglichen Formen.“ 

Es scheint notwendig, den Beweis hierzu wieder- 
zugeben, da bei der weiteren Ausdehnung der durch 
diesen Satz begründeten Methode zur Resultanten- 
bildung auf ihn zurückgegriffen werden muß. 

Beweis: Die n allgemeinen Formen der n Ver- 


änderlichen x,, X ... X, sollen hier wegen der sonst 
sich ergebenden Schwierigkeit in der Bezeichnung an- 
eaemitt,ı,..%1, mio, X... o, die,ersten par- 


tiellen Ableitungen dieser n Formen nach den Ver- 
änderlichen durch Anhängung eines entsprechenden 


Index, also z. B. in: mit y, und die Funktionaldeter- 
k 


minante der Formen mit J bezeichnet werden. 
Mithin ist: 





pı Pa Fan 
la | Ü 
n 5 A | =(fk® Dex) + U: Pk) EI BE ER CT. "2(k) 
| 17 9 Ei BR) | — > (k . De) 


wo xx) etc. die. /Unterdeterminanten der nach der 
kten Kolonne entwickelten Determinante J] sind. Der 
Index k ist hier eingeschlossen worden, um die später 
im Beweise auftretenden Ableitungen dieser Größen 
bequem durch Anhängung von Indices bezeichnen 
zu können, ohne dadurch Grund zu Verwechslungen 
zu geben. 


Für hsk ist nun 
(2) = fh’ Dex) —— 0, 
rerniere 13) n-!gp-Dy =) Xk 


Durch Differentiation nach x, bezw. x] folgt: 


J R 
aus (1) (4) 0) Ik FI ogpke Pi FFIR Pnko 


IX 
(5) J k==3 Daxt+ Ip: ® 
$ xy h —- (nk'Pk) T= IK Pk)h> 
aus (2) (6) 0 I pn Pen) FF In Ph; 


aus (3) (7) JH NIyKDgrAnFg- Beigk- 
=N-J + N Ip Bey; 
also KR = (mn) HNnFg-Bogk- 
Durch Differentiation nach x, folgt aus (3) und (2): 
8) In =NnIyn Pay FNnIg Pay =NIYOegn- 
Ferner ergibt sich durch nochmalige Differentiation 
nach xx: aus (7) 
Jin %r I (nl) ek FF PD FMFPDeik 
woraus man mit Hilfe von (4) erhält: 
(9) Ik m M2) KH (IK Fprk Dany) FMIEPDeykk 
-2 (n-I) kn Ik De FNEPOrkkk; 
aus (8) unter Benutzung von (5) 
In + Ink = N I Ye Pen FNIY: Deayhk 
— NK FYpk Pay) FNEP Deyhk 
oder (10) Jar X (m-1) In ng Pay FNIPpDrkhk- 
Differentiation von (8) gibt: 
nach x, (11) Jun X =NnIgyp Pen FNIp Pepyıh 
= — NFGppnPR) TAI Depyhh> 
nach x; (12) Jh: x =nXYg; Dex Hn2Q D(k)hi > 
—= np Pf N ZpDghi & 
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Biinun: m u mean 0, sonfolgt: 
aus (3) J= rg da = 0 
aus (7) und (8) Jun =! yn Pin) + 3%: Payn = 0 für 
jedes h und schließlich aus (9) bis (12) 

(13) Jin X FF gyin Do = 0 

für jedes Wertepaar i, h der Zahlenreihe 1, 2,...n, 
gleichviel ob i=h oder i + h ist. 

Dies letzte war zu beweisen. 

Die Formel (13) kann auch so geschrieben werden: 

Jin xt? pn te tnt... Foeon—0, 


wo 4, 4 ...,o allgemeine Formen der n Veränder- 
lichen x,, x; . . . x, und der Coefficienten der n Gleich- 
ungen %, U, ... co sind, welche bei allen Werten 


von i und h gleich bleiben. 

Liegen nun vier homogene quadratische Gleich- 
ungen in vier Veränderlichen vor, nämlich = 0, w=0, 
»=09, 9=0, so sind die zweiten Ableitungen ihrer 
Funktionaldeterminante wieder quadratische Formen 
in den vier Unbekannten, sie enthalten also im allge- 
meinen zehn Glieder. Die zweiten Ableitungen der 
ursprünglichen Gleichungen werden dagegen Konstante, 
nämlich gleich einem der Coefficienten jener Gleich- 
ungen. Läßt man nun i und k alle Werte von 1 bis 4 
durchlaufen, so ergeben sich im ganzen 10 Gleich- 
ungen von der Form: 

sg BET A a oe } 

Fügt man diesen noch die vier ursprünglichen 

Gleichungen 
euer a0 


. . .. 2 n 
hinzu, so hat man die 14 Größen Xi, Xp 4 
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», o aus diesen 14 Gleichungen zu eliminieren. Die 
Determinante 14ter Ordnung dieser Größen ver- 
schwindet nicht identisch, da sie das richtige Anfangs- 
glied besitzt und auch sonst vom richtigen Grade in 
den Coefficienten ist. Ferner besitzt sie die Grund- 
eigenschaft in Bezug auf die Formen %, ı, x, 9, weil 
eine jede der ersten 10 Gleichungen, wie aus dem 
Beweise ersichtlich, in der Form [y, ı, 4, 9] erscheint, 
und jede der letzten Gleichungen von der Form [y] ete. ist. 

Schließlich ist es auch nicht schwer einzusehen, 
daß sich diese Determinante als Summe von Producten 
vierreihiger Determinanten, deren Elemente aus den 
Coefficienten der ursprünglichen Gleichungen bestehen, 
darstellen läßt. Denn dazu braucht man die ge- 
wonnene Determinante nur nach Unterdeterminanten 
der vier letzten Zeilen oder Reihen zu entwickeln und 
bei den dann sich ergebenden Unterdeterminanten 
einen entsprechenden Prozeß vorzunehmen. Die Deter- 
minante stellt also nach unserem Satze die Resultante 
der vier Gleichungen 9=0, 1 =0, 2=0, 9=.0 dar. 

Auf diese Weise läßt sich auch noch der Fall 
von fünf quadratischen Gleichungen in fünf Un- 
bekannten erledigen. Die Resultante wird hier durch 
eine Determinante 40ter Ordnung dargestellt. Ebenso 
zeigt W. Haskell noch in seiner erwähnten Abhandlung, 
daß sich mit dieser Methode einige Fälle erledigen, 
in denen nicht alle Gleichungen von gleichem Grade sind. 

Man kann dieses Verfahren noch etwas erweitern, 
wodurch man imstande ist auch die Resultante für 
n—=6 aufzustellen, falls quadratische Gleichungen 
vorliegen. 


Se 


UNE EN 


Denn durch nochmalige Differentiation nach xj. 
folgt: aus (9) 


Ir X + Ike 2 (n1) er MI Gykk Day ME Ykk Dek)k 
MIR Depykk F ME Degkkk 


Nun gibt nochmalige Differentiation von (4) 


any “”r 


Ik I Pk Pr) 2 1 Park =! Ik Pek)kk 


Aus diesen beiden Gleichungen kann man das 
Glied I px Dark eliminieren. Da ferner die dritten 
Ableitungen, weil ja quadratische Formen vorliegen 
sollen, zu Null werden, so erhalten wir: 

Irre %r I ln1) ee IM pgk Depp MIP- Deppkkk- 

Hierin setzen wir noch den Wert von J,, aus der 
Gleichung (9) ein, so ist: 

(M) Ike x 6 (m-1)" = 
k 


(n-1 ) Dex) 


-H 3n =2g kk ; X Fa 1. Dagkt 


... {nl 1 
Setzt man hier noch zur Abkürzung 
n—1 
Ky, = x Day Pepko 


so folgt in entsprechender Weise aus (10), (11) und (12): 


| „Jh R | 
ua 23 Inne Ra 4 4 Spa Ph 


n—1 1 
=2nNYg x. Poohk +5 Peihkk N 


IM) Inne X tn Ynn Kr +2 N I gypk Peiyh 


n 
—nZy x D(k)hh "F Düynikb 


(IV) Ihnn X + In I Yon Penn =NIgG: Pekyhhh 


EN 
(V) Jin RN IF gie Dagn tn Igyin: Kr tn I ypk Pepji 
3 n—1 
— 0.20 x, Pepyih Dein 


(VI) Jin FNFgyin Payı FM gGp Pay nF yi Den 
— nZy ®Pegihl- 

Analoge Gleichungen erhält man stets beim fort- 
gesetzten Differentieren, wie man durch den Schuß 
von n—1 auf n zeigen kann, wobei natürlich immer 
angenommen werden muß, daß die n Formen y, ur.. 
..o vom 2ten Grade in den Veränderlichen x,,%3 ...Xn 
sind. So folgt z. B. entsprechend den Gleichungen 
(VI), wenn h, i l...q, r, s irgend welche p der Zahlen 
1, 2,...n sind, unter denen k nicht vorkommt 

(VI) nit... qrs ° De ni Pal... gr = IYpPkihl...rgs 

Hier bedeutet das erste Summenzeichen der 
Doppelsumme, daß alle möglichen Komplexionen zur 
(p—2)ten Klasse der Indices von ®,x) aus den p Indices 
von )J vorzunehmen sind, was eine entsprechende 
Änderung der Indices von y zur Folge hat. Die 
Gleichung gilt auch entsprechend, falls nicht alle In- 
dices von J von einander verschieden sind. Ferner 
erhält man analog zu (V) und (Ill) 


| n—1 E 
(VIN) Jnil.. grk‘Xk + 12377 Me Piyı..gr Fr Pyı.. id 
{ 
s = in—1 1 
nd pi Pyhlirg NIE Uxı Deghil..gr 7 P(kyhil.. qrki» 
X 

n-1\° n-1 Bi 

(IX) nit... qkk' X 2132 in) ) Peryl..g x, Payl..gk" 9 Pwl.. ak 


‚ An-1 5 
2n IF yiy Pnpal..g” Penhl..gkf "NPK Ppihl..q 
| Xk 


In-N2 n-l, ul. 
x . Prkyihl Rai x Dek)ihl .» K 20 Px)ihl .. gkk 
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Hier haben die Doppelsummen entsprechende 
Bedeutung wie vorher. 

Verschwinden nun die n quadratischen Formen 
f, ıW...o, so erhält man auf diese Weise eine Anzahl 
von Gleichungen, welche außer den Gliedern, die die 
Variabeln X,, Xs,...X, in einem bestimmten, von der 
Anzahl der vorgenommenen Differentiationen abhäng- 
igen Grade enthalten, noch mit weiteren Gliedern 
behaftet sind. Die letzten sind lineare Verbindungen 
von Coefficienten der ursprünglichen Gleichungen und 
gewisser Funktionen der Veränderlichen x, X... Xn 
und ebenfalls jener Coefficienten. 

Will man untersuchen, ob man mit Hilfe dieser 
Gleichungen und etwa noch der ursprünglichen im- 
stande ist, die Resultante der n quadratischen Gleich- 
ungen =0, v=0...0=0 in den n Veränderlichen 
X, X ...Xn Zu bilden, so hat man nach dem Satze 
in S 3 vor allem darauf zu achten, daß man einen 
Ausdruck von genügend hohem Grade in den Coeffi- 
cienten einer jeden Gleichung, also hier vom Grade 
20-1 erlangt und daß dieser Grad auch die Deter- 
minante des Anfangsgliedes besitzt. Die Determinante 
des Anfangsgliedes kann in der Funktionaldeterminante, 
wenn man sie sich entwickelt denkt, nur bei dem 
Gliede mit x, -Xa...x,) vorkommen. Daher wird sie 
sich auch nur bei den durch Differentiation aus der 
Funktionaldeterminante gewonnenen Gleichungen vor- 
finden, bei denen die Differentiationsindices von J alle 
verschieden sind (vgl. [VII]). Solcher Gleichungen 
gibt es im ganzen ()—( # ), wo p die Anzahl der 


p/ "\n—p 
vorgenommenen Differentiationen bezeichnet. In diesen 
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Gleichungen treten, wie aus (VII) und (VII) leicht 
ersichtlich, noch außer den mit den Variabeln direkt 
behafteten Gliedern („"o)-n andere Glieder auf. Da 
nun die Funktionaldeterminante von n quadratischen 
Gleichungen in n Unbekannten vom nten Grade ist, 
so werden die durch Differentiation aus ihr ab- 
geleiteten Gleichungen vom (n—p)ten Grade sein, wenn 
p Differentiationen vorgenommen sind. 

Diese Gleichungen enthalten somit im ganzen 
Ey) Glieder, zu deren Elimination 
außer den bereits erwähnten ( ) Gleichungen, in 
denen die Determinante des Anfangsgliedes vorkommt, 
die mit gewissen Potenzen und Potenzproducten mul- 
tiplizierten ursprünglichen Gleichungen zur Verfügung 
stehen. Außer diesen Gleichungen kämen dann noch 
die aus der Funktionaldeterminante abgeleiteten in 
Betracht, bei denen nicht sämtliche Differentiations- 
indices von J verschieden sind, bei denen aber im 
allgemeinen wieder neue zu eliminierende Größen auf- 
treten werden. Hierzu tritt dann noch die Bedingung 
hinzu, daß, falls es gelingt, zur Elimination aller dieser 
Größen hinreichend viele Gleichungen aufzustellen, die 
Determinante der Coefficienten dieser Gleichungen 
nur vom (2"—N)ten Grade in den Coefficienten jeder 
der ursprünglichen Gleichungen sein darf, soll sie die 
reine Resultante der n Gleichungen sein. 

Ist nun n=6, so folgt aus diesen Betrachtungen, 
daß, falls p=3 an genommen wird, also die Gleich- 
ungen (l) bis (VI) zur Verwendung kommen, die 
abgeleiteten Gleichungen vom 3ten Grade in den 6 
Veränderlichen sind. In diesem Falle hat man dann 


5) — 20 Gleichungen, welche die Determinante des 
Anfangsgliedes der betreffenden Resultante als Coeffi- 
cient bei irgend einem der Terme x;-x, :xj besitzen. 
In diesen 20 von einander verschiedenen Gleichungen 
treten im ganzen (G)+({)-6= 9% zu eliminierende 
Glieder auf. Nun stehen außer jenen 20 Gleichungen 
erstens 36 weitere Gleichungen zur Verfügung, welche 
aus den 6 gegebenen dadurch hervorgehen, daß jede 
von ihnen mit jeder der 6 Veränderlichen x,, X, ...Xg 
multipliziert wird, zweitens nochmals 36 Gleichungen, 
nämlich noch alle die, weiche aus der Funktional- 
determinante unserer Gleichungen hergeleitet werden 
können und bei denen nicht alle Differentiationsindices 
verschieden sind. Es treten bei diesen zuletzt auf- 
gezählten Gleichungen, wie aus den Formeln (I) bis 
(VI) hervorgeht, keine weiteren, zu eliminierenden 
Glieder mehr auf, weil ja die ersten Ableitungen von 
J verschwinden. Daher haben wir gerade soviele 
Gleichungen wie zu eliminierende Glieder. Die Deter- 
minante erhält aber auch das richtige Anfangsglied, 
das der Resultante unserer 6 Gleichungen zukommt. 
Denn sowohl in den ersten wie in den zweiten 36 
Gleichungen steckt die Determinante jenes Anfangs- 
gliedes in der 6ten Potenz, so daß man also bei rich- 
tiger Entwicklung der Determinante 92ter Ordnung die 
Determinante des Anfangsgliedes in der 32ten Potenz 
erhalten würde. Auch sonst kann man leicht nach- 
weisen, daß die so erhaltene Determinante 92ter 
Ordnung alle Forderungen des Satzes in Ss 3 erfüllt, 
also die Resultante der 6 quadratischen Gleichungen ist. 


Im Falle n—=7 zeigt es sich aber, daß diese 
Methode, die Resultante zu bilden, bereits versagt. 
Denn, falls man hier p=4 annimmt, wodurch man 
wieder auf Formen dritten Grades geführt wird, treten 
bei den aus der Funktionaldeterminante abgeleiteten 
Gleichungen, bei denen nicht alle Indices verschieden 
sind, noch neu zu eliminierende Glieder auf. Will 
man aber alle diese Glieder eliminieren, so wird die 
Anzahl der Gleichungen oder vielmehr der Grad der 
sich hierbei ergebenden Determinante in den Coeffi- 
cienten der ursprünglichen Gleichungen größer, als es 
sich mit dem Grade der Resultante in jenen Coeffi- 
cienten vereinen ließe. Aber auch wenn p anders 
gewählt wird, gelingt es nicht, die Resultante rein 
d. h. ohne mit einem Factor behaftet, zu erhalten. 

Diese Methode anderswie anzubauen, ist mir bis- 
her nicht gelungen. 

S 6. 

Mr. A. L. Dixon hat in seiner „Die Elimination 
von drei Gleichungen in zwei unabhängigen Ver- 
änderlichen“ betitelten Arbeit eine Methode angegeben, 
vermöge deren man imstande ist, die Resultante von 
drei vorliegenden Gleichungen, seien sie nun gleichen 
Grades oder nicht, aufzustellen und zwar in Deter- 
minantenform. Auch er bedient sich dazu zweier 
Arten von Gleichungen, die aus den gegebenen ge- 
wonnen werden. Die einen enthalten als Coefficienten 
Aggregate von Determinanten dritter Ordnung, deren 
Elemente die Coefficienten der ursprünglichen Gleich- 
ungen bilden, die anderen sind die gegebenen 
Gleichungen selbst multipliziert mit gewissen Potenzen 
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oder Potenzproducten der WVeränderlichen. Dixon 
wendet bei seinen Untersuchungen über die Resul- 
tante der drei Gleichungen 9=0, u —=0, y=0in x, y, 
die er also in nicht homogene Form geschrieben 
annimmt, folgende Funktion zur Bildung der Gleich- 
ungen der ersten Art an: 


NV aRUT— 
(X, y) ı (X, Y) 1% y) 


28 b)+ u pay) Aun&,b)+tumay)2u&b)tunay) 


71 (a, b) ı (a, b) 7 (a, b) 


wo } und « zwei willkürliche Constanten bedeuten. 
Diese Funktion ist der von Cayley herrührenden 


VI ua) — la) u (X): X —a), 


nachgebildet, vermittelst der die Elimination aus zwei 
Gleichungen in einer unabhängigen Veränderlichen 
bewerkstellt werden kann. Wie nun die Cayley’sche 
Funktion den Teiler x—a aufweist, so zeigt es sich 
daß auch die Funktion F (x,y,a,b) einen analogen 
Teiler, nämlich (x—a): (y—b) besitzt. Sie liefert also 
eine Gleichung vom Grade 2n—2 in x, y und in 
a,b, wenn n der Grad der gegebenen Gleichungen 
ist. Da diese Gleichungen für alle Werte a und b 
bestehen muß, so geben die gleich Null gesetzten 
Coefficienten von a".b° Gleichungen der ersten Art. 
Die Berechnung dieser Coefficienten von a'-b° wird 
noch erheblich durch passende Wahl von 2 und u 
erleichtert. Um nun zu bestimmen, wie viele Gleich- 
ungen der einen, wie viele der andern Art man zu 
verwenden hat, um die reine Resultante zu bilden, hat 
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man folgendermaßen zu verfahren. Man bezeichne 
die Anzahl der nötigen Gleichungen der ersten Art 
mit &, die der zweiten mit 3». Die Resultante der 
drei gegebenen Gleichungen vom nten Grade muß in 
den Coefficienten dieser Gleichungen homogen und 


in denen jeder einzelnen vom (n?)ten Grade sein, da 


ferner 2n—n Glieder zu eliminieren sind, so folgt, 
daß die Gleichungen bestehen müssen: 


einen #3 One 


woraus sich ergibt: 
{ 1 | 1 
s=znn+]) „=, nn —1) 


Man sieht, daß sich auf diese Weise die Resul- 


tante dreier Formen gleichen Grades immer als Deter- 


minante von der Ordnung 2n?—n, won der Grad 
der gegebenen Gleichungen ist, bilden läßt, wofern es 
glückt, genügend viele von einander verschiedene und 
linear unabhängige Gleichungen < aufzufinden. Die 
Frage, ob letztes sets möglich ist, wird von Dixon 
nicht weiter untersucht, obwohl noch der Umstand 
hinzukommt, daß diese Gleichungen nicht nur von 
einander verschieden und linear unabhängig sein, 
sondern auch die Determinante des AÄnfangsgliedes 
stets enthalten müssen und zwar nur einmal aber 
immer bei verschiedenen Gliedern. Es wird ferner 
in dieser Arbeit gezeigt, daß man mit der Funktion 
F(x,y,a,b) auch die Gleichungen zur Bildung der 
Resultante dreier Gleichungen gewinnen kann, falls 


diese von verschiedenem Grade sind, wie auch in dem 


Falle, daß die Gleichungen nicht allgemeine sind. In 
dem letzten Falle, wenn also gewisse Glieder fehlen, 


a In 


läßt sich diese Methode auch auf Formen, deren An- 
zahl größer als drei ist, mit der dann entsprechenden 
Zahl von Veränderlichen, ausdehnen. Dies gelingt 
aber nicht, wenn alloemeine Formen vorliegen. Näher 


begründet wird dieses in der Dixon’schen Arbeit nicht. 


Es ist aber nicht schwierig, zu zeigen, daß ein analoges 
Verfahren bei vier nicht homogenen, allgemeinen Gleich- 
ungen inx,y,z nicht mehr allgemein durchführbar ist. 
Denn angenommen, es ließe sich in entsprechender 
Weise auch hier eine Funktion F (x,y, z,a,b,c) mit 
dem Teiler (x-a) (y-b) (z-c) bilden, so würde man 
bei ihrer Entwicklung zu einer Gleichung kommen, 
welche in x, y,z und ebenso in a,b,c vom [3(n -1)Jten 
Grade wäre, wenn n den Grad der vier vorliegenden 
Gleichungen bezeichnen soll. Da diese Gleichung für 
alle Werte von a, b, c bestehen muß, so gelangt man 
durch Nullsetzen der Coefficienten von a'.b°.c! zu 
Gleichungen vom [3 (n—1)]|ten Grade in x, y, z. Die 


Gliederanzahl einer solchen Gleichung ist allgemein 
(3n—2) @n—1)-3n _..n 8n—2) Bn—I) 


1:23 Br2 
Wir bezeichnen wieder die Anzahl der Gleich- 
ungen, welche, aus der Funktion F (x, y, z, a,b, c) 


gleich 





gewonnen, zur Bildung der Resultante verwandt werden 
müssen, mit & und die Anzahl der anderen Gleich- 
ungen, die aus den ursprünglichen durch Multiplikation 
mit Potenzen oder Potenzproducten der Veränderlichen 
zu bilden sind, mit 4». Es bestehen dann wegen der 
Eigenschaft, welche die Resultante besitzt, und wegen 
der Gliederanzahl der Gleichungen die Beziehungen 


&+ = 3 + a = n ge n—1) 





Für & findet man hieraus: 
% n 


en —n?+9n 2! 


Setzt man hierin n = 9, so ergibt sich <= — 3, 
ein Resultat, welches unbrauchbar ist und besagt, daß 
die Anzahl der in den aus F (x, y,z,a,b,c) herge- 
leiteten Gleichungen auftretenden Glieder in diesem 
Falle wie in allen anderen, wo n noch größer ist, die 
Anzahl der Gleichungen übersteigt, welche zur Bildung 
der Resultante verwandt werden dürfen. 

Zum Schlusse soll hier eine andere Methode an- 
gegeben werden, vermöge der man zu den Gleich- 
ungen erster Art gelangt, wenn drei Gleichungen f, — 0, 
f, = 0, 1, = 0, in den Veränderlichen x,, X, X; homogen 
und vom beliebigen Grade n, vorliegen. Sie besteht 
in der allgemeinen Durchführung der Methode, durch 
welche bereits die Gleichungen (3) in S 4 gewonnen 
wurden, und war von mir bereits gefunden, ehe ich 
noch die Dixon’sche Arbeit gelesen hatte. Bei dieser 
Methode läßt sich vor allem auch.zeigen, daß man 
sich stets eine genügende Anzahl von Gleichungen 
der ersten Art verschaffen kann, welche die Deter- 
minante des Anfangsgliedes stets nur bei einem Gliede 
und zwar stets vor anderen Gliedern bei verschiedenen 
zur Verwendung gelangenden Gleichungen haben. 
Ferner ist bei derselben auch der Nachweis leicht zu 
erbringen, daß die Resultante, welche man auf diese 
Weise gewinnt, die Grundeigenschaft in Bezug auf 
f,, I, f, besitzt, kurz allen Anforderungen des Satzes 
in 8 3 genügt. 


Es ist folgendermaßen zu verfahren. Man faßt 


EOPrE- 


zZ. B. alle Glieder, welche x, in mindestens der ersten 
Potenz enthalten, zusammen und zieht den gemein- 
samen Factor X, hervor; ebenso verfährt man bei den 
dann noch übrig gebliebenen Gliedern, welche x, zum 
Factor haben. Dann kann man schreiben: 


"Aue; ’ ee - ; nn 
Be rbb, ra 0. 


Hier sind A;, und B,, ganz rationale Funktionen 
(n—1)ten Grades in den Veränderlichen x,, X,, X, bezw. 
X), X, A;, und der Coifticient, welchen das reine Potenz- 
glied x} inf; hat. Die für das Zusammenbestehen 
dreier solcher Gleichungen gleich Null zusetzende 
Determinante 


Au; Biı3 &s 


liefert eine gesuchte Gleichung, die die Determinante 
des Anfangsgliedes der betreffenden Resultante bei 
dem Gliede x"—=1.x"—1 als Coefficient hat und vom 
(2n—2)ten Grade ist. Wenn man die Rollen, weiche 
X, X, X, In obiger Gleichung spielen, vertauscht, er- 
hält man noch zwei weitere brauchbare Gleichungen. 
"Weiterhin werden die gegebenen Gleichungen zerlegt 
wie: fh = X Air % Bis + Co, 

wo A;, und B;s homogene ganze Funktionen der Ver- 
änderlichen sind, deren Grad n-r und n-s ist, doch 
so, daß die Summe dieser Grade gleich n—2 wird. 
C;, enthält die in den beiden ersten Gliedern der Zer. 
legung nicht vorkommenden Glieder von f;, ist also 
vom nten Grade in x,, X, X. Die gleich Null ge- 


setzte Determinante 
Ar; Bis, Co | 


ee 


liefert wieder eine gewünschte Gleichung vom (2n—2)ten 
Grade, welche die Determinante a,, A) A, bei dem 
Gliede x]7".x27°.x) besitzt. Hierbei erhält man, 
wenn noch die nötigen Vertauschungen vorgenommen 
werden und r von 2 bis n, wobei s von n bis 2 läuft, 
im ganzen 3 (n—1) verschiedene Gleichungen. Ferner 
gewinnt man weitere Gleichungen, indem man die 
Gleichungen zerlegt, wie z. B. 


ABS r Ss 
re ee en 


wo A; =alle Glieder mit x, aus f; enthält, so daß 
dann nur noch eine allgemeine Form nten Grades in 


x, und x, übrig bleibt, welche weiter wie in S 2 zu 


zerlegen ist. Hier kann r noch die Werte von 2 bis 
n—1 annehmen, sollen neue Gleichungen erhalten 
werden. Im ganzen ergeben sich dann weitere 3 (n—2) 
Gleichungen. Fährt man in dieser Weise in dem 
Bilden von Gleichungen fort, so ist es leicht zu über- 
sehen, daß stets genügend viele Gleichungen erhalten 
werden können. Die Schlüsse über die Anzahl der 
jemals zu verwendenden Gleichungen der einen und 
der andern Art bleiben dieselben wie bei der Dixon- 
schen Methode. Daß die sich dann ergebende garize 
Funktion der Coefficienten der ursprünglichen Gleich- 
ungen f,, f,, fs auch in Bezug auf diese die Grund- 
eigenschaft besitzt, liegt jetzt klar auf der Hand, weil 
sich erstens jede Gleichung der ersten Art durch 
If, f, f,] darstellt und zweitens die Gleichungen der 
zweiten Art von der Form [fil sind. Diese Methode 


läßt sich aus denselben Gründen wie die Dixon’sche 


nicht verallgemeinern. 


& 


SARRT OR: 


Wenn man sich die Ausführungen der beiden 
letzten Paragraphen vergegenwärtigt, wenn man ferner- 
hin bedenkt, daß trotz manigfacher Versuche, es bis 


heute nicht gelungen ist, eine einheitliche, gut durch- 
führbare Methode zur Resultantenbildung anzugeben, 


so wird man unwillkürlich auf den Gedanken kommen 
müssen, daß der Weg, den man bisher fast allgemein 
dazu eingeschlagen hat, nicht der richtige sein dürfte. 
Ich glaube nämlich, daß, wie sich die Resultante von 
mehr als zwei Formen in ebensovielen Veränderlichen 
in eine der Bezout’schen Determinante analog gebildeten 
allgemein nicht darstellen läßt, sich ebensowenig die 
Resultante allgemein überhaupt in eine Determinante 
zwängen lassen wird. Ich bin denn auch neuerdings 
von dem Suchen nach einer allgemeinen Methode, 
welche mit Gleichungen arbeitet, abgekommen und 
versuche jetzt das Vorkommen gewisser Glieder- 
gruppen, welche sich mir durch Analogieschlüsse aus 
der Resultante zweier Formen zu ergeben scheinen, 
nachzuweisen. Bei diesen Untersuchungen habe ich 
denn auch bereits bemerkenswerte Resultate, welche 
beinahe den ganzen Aufbau der Resultante übersehen 
lassen, zu verzeichnen. Immerhin bedürfen dieselben 
noch weiterer Durcharbeitung, da sich die Beweise 
nicht ganz einfach führen lassen. Es möge dieses 
daher einer späteren Arbeit vorbehalten bleiben. 
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